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1 CALCOLI MATEMATICI BELLA CASSA PENSIONI 

PER 6LI IMPIE6ATI BELLE SOCIETA FERROYIARIE AUSTRIACHE 

PER 

OlVIilO KJiAUr 

Seg retario del detto Istituto 



11 dott. Kaan incomincia il suo lavoro coU'esposizione delle for- 

mole teoriche che servono per il calcolo delle previsioni delle entrate 

e degli oneri di una Cassa pensioni, e ne fa quindi Tapplicazione alia 

Cassa degli impiegati delle Society, ferroviarie austriache (1). Le 

formole del Kaan sono citate a modello ed adoperate presso altri 

Istituti consimili in Austria. Opcre di questo genere non esistono 

nella nostra lingua, perche in Italia simili istituzioni sono di data 

piu recente che altrove, o vi ebbero finora scarso sviluppo, e la loro 

mancanza fu awertita anche negli studi fatti per la Cassa delle 

Pensioni Civili e Militari a carico dello Stato. Per cio la Direzlone 

di Statistica ha fiducia di far cosa utile col dare una traduzione 

deir opera suddetta. 

* 

OSSERVAZIONI PRELIMINARI. 

Nella formazione del bilancio di una Cassa-Pensioni h neces- 
sario determinare prima il valore attuale di tutte le entrate, poi il 
valore attuale di tutte le spese dell'Istituto. II seguente lavoro 
mostra come si ottengano le espressioni matematiche necessarie per 
eseguire questi calcoli. 

La base dei calcoli che dipendono dalla durata della vita umana 
6 la tavola di mortalita, e quella dei calcoli che dipendono dalla du- 

(1) Die mathematischen Bechnungen hei Pensions-Instituten der EisenbahU' 
Beamten unctderen Witwen, v. J. Kaan. Wien 1864. D"^ v. L. Sommer. 

E — Annali di Statistica, 1 
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rata dell' ability, al lavoro di uu individuo-^ la tavola d'invalidit^. 
La prima considera un numero d'individui viventi in un dato tempo, 
6 contiene il numero dei sopravviventi per ogni eta successiva ; la 
seconda considera un numero d'individui abili al lavoro in un de- 
terminato tempo, e contiene il numero di quelli validi in ogni eta 
seguente (1). 
Sia: m Teta; 

?m il numero dei viventi delPetk m secondo la tavola di 
mortalita; 

am il numero dei validi al lavoro deU'etk m secondo la tavola 
d'invalidita ; 

i = 0,05 il saggio d'interesse per lira ; 

r = - — r— . = — -r— il fattore di sconto ; 
l-f-i 1,05 

jRwi il valore attuale di una rendita di una lira pagabile an- 
nualmente e posticipatamente per la durata della vita di un indi- 
viduo di etk m ; 

(m X — \ ^^ valore attuale di una rendita annuale di una 

lira pagabile per la durata della vita di un individuo di etk m, in n 
rate posticipate uguali per ogni anno. 

•^-*. .. edx?/^w«\ i valori attuali della rendita di una 

lira pagabile per' la durata della vita, a partire dal [a*wo anno (ren- 
dita vitalizia differita). 

« 

•K*« ed -B/*„\/**\ i valori attuali della rendita di una lira 

pagabile fino al ft^si^o anno, se prima non succede la morte (ren- 
dita temporanea sopra una testa) ; 

1^ il valore attuale di una rendita di una lira pagabile 

annualmente e posticipatamente per la durata della ability al la- 
voro di un individuo delPetk di m anni ; 

*^/ m X — ) ^^ valore attuale di una rendita annuale di una 

(1) L^antore allega alia sua memoria le tavole di sopravvivenza di Bbune 
e FisoHEB e la tayola degli abili al lavoro secondo i qnozienti di invalidita 
dati da Hetm. N, d, D. 
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lira pagabile per la durata della ability al lavoro, in n rate eguali 
posticipate in ogni anno ; 

W^, ed *i/^, v/ wx i valori attuali della rendita di 

Tina lira per la durata della abilita al lavoro, a pagarsi solo dal 
^♦wo anno; * 

ti^j ed ^(mX —) ^ ^^^^^^ attuali della rendita di una 

lira pagabile lino al h^simo anno, se non sopravvengono prima Tin- 
validita o la morte. 
Di Zm viventi, 

dopo il l"" anno ne sopravvivono Zw -f i ; 
id. 2** id. id. Z»n + 2; 

id. 3° id. id. Im + z] 

id. p anni id. Im-hp' 

Se percio ciascuno degli Im viventi deve ricevere annualmente 
e posticipata la somma di una lira, saranno da pagarsi 

dopo 1 anno Zw + 1 . 1 ; 
id. 2 anni Zm + 2 • 1 ; 
id. 3 id. Zm + 3 • 1 ; 



id. p id. Im+p' 1 lire. 

I valori attuali di questi pagamenti suceessivi sono: 

per quello alia fine del 1** anno Zwn- 1 • *' 
id. id. 2° id. Zw + 2.*'^; 

id. id. 3"* id. lm + 3-r^', 

id. id. p id. Ifn^p, ?^, 

e quindi il valore attuale di tutti i pagamenti ammonta a : 

[a] Ztn + l.^ + ZwH-2.r2+Zm+3.f^+ ... + Zm + p • fP + ... 

e cosi via fino alia piii alta eta data dalla tavola di mortality : quindi 
il valore attuale della rendita di una lira pagabile posticipatamente 



J ■. •' 1 .Kh/.-k.^'., '.■ 
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ogni anno per la durata della vita di nn individuo di m anni, si trova 
dividendo il valore [a], pel numero dei viventi di m anni c\oh per 
Zm; si avrk percio 



Bm = 



lm + \r + lm + 2r^ + 'lm + zr^ + + Z„» + prP +....; 



Im ) 

oppure anche fr|-| 

Im r^ 

la quale ultima formola 6 piu comoda, perclid nel calcolo per una 
data eta possono venir adoperati i prodotti gi5» formati per le eta 
precedenti. 

A facilitare il calcolo del valore della rendita annuale di una 
lira, pagabile per la durata della vita in n rate uguali ogni anno, 
supponiamo.che nel corso deH'anno le morti avvengano uniforme- 
mente. Di Im individui di eta w, nel pesimo anno ne moriranno: 

im+p—l — »m + p> 

e secondo Tipotesi fatta, nel primo intervallo di — del pesimo anno 



ne moriranno : 

1 



n 



Sono perci5 nel p ^«**»o anno ancor viventi 

dopo — di anno Im + p-i (Im-hp-i — ^m+p); 

2 . 2 

id. — id. lfn-\-p — l (IfYi^p^i — lm+p)\ 



id. — id. Zwi + p-l {Im + p — i — ^m+p); 



id. — id. Ifn^p^i ('m + w — l "~ Zm+p) 5 
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Al termine del q^si^o intervallo nel jp^^'^^o anno si dovrk pagare; 



n 



vm + p — l (^m+p — 1 — vm-hp) 



« se noi adoperiamo per le parti di anno Tinteresse semplice, 11 va- 
lore di questo pagamento al principio del^^s«'"»o anno sarh,: 



n 



*m -f p — 1 — 



ft 



— 1 — Im+p) 



i + ^i 

n 



n 



tm+p — l — — \lm+p — l 



— ^m+p) 



]( 



n 



-1 



€ il valore attuale di questo pagamento, ossia il suo valore scon- 
tato ad interesse composto per (p — 1) anni sara: 



1 

n 



'm + p — 1 ('wi+p — 1 — vm+p) 



(i + |i)-V.-i = 



1^ 

n 



tm + p — 1 n vm-{-p 



n 



Se si fajp= 1, 2, 3 e si somma, si ha il valore attuale dei 

pagamenti alia fine del q^^i^o intervallo in tutti gli anni con: 



^('+ 



n 



n 



(lm'{-lm + ir+lm-h2r^ + ) + 



n 



(?m+l+^w + 2 ^+?»n + 3*'^ +....) 



n\ n J 



q .Wlw— g 



n 



vm"T" 



'*" ^ + ~z]Qm + ir + lm^2r^+ )!; 



n 



n Ti 



\ 



e ditidendo per Zm , avuto riguardo alia formola [I], si ottiene il 
valore attuale dei pagamenti al q^^^^o intervallo di tutti gli anni 
per ciascun individuo d'etk< m con : 



n\ n I { n 



2 /I 






B 



m i y 
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oppure essendo r r= — -; — : e • 1 = i : 

n\ ' n } \ n \'n/ ^ 

Se si fa ora in questa espressione successivamento g=l, 2, ... w, 
e si sorama, si ottiene il valore totale della rendita annuale di una 
lira pagabile per la durata della vita in n rate nel corso di ogni 
anno: 



_ _ .l/'w — 1, w — 2, w — 3, 

i?(.x^)=-R«.+^.(77T-+:T^+rr^+ 

( 



1 + — i 1 + — i 1 + — i 
»» M n 



■ + 



^) 



«-i. ; [2] 



» ; 



facendo n = 12, si ha il valore aitaale della reudita annnale di 
una lira pagabile per la durata della vita in rate mensili : 

^(m X ji) =-«» + 1^ ( 12705 + 12710 + ivi5 + " * 



12, 50 ' 12, 55/' 
oppure : 

i2/^X-) = M5026+i2,n [»] 

Quando il pagamento della rendita deve incominciare solq dopo 
[A anni, bisogna osservare cho di Im individui aventi un'et^ m, 
solo?wi4-u!. raggiungono il (m-|- [x)es^*»« anno: ciascuno di questi 
riceve una rendita incominciante dopo [x anni per Tetk (w* -}- |^) > il 
cui valore h allora : 



m 



+ (Jl > 
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e per tutti gli Im-h tt individui : 

II valore attuale della rendita complessiva h : 

e quest' espressione divisa per Im, dk» il cercato valore della rendita 
per un individuo: 

i?m,a = -,-'^r(^- B(m-^n) [4] 

Nella stessa guisa si ha per pagamenti mensili: 

= 0,45026 -j-C r {* + 2?„,^ [5] 

Se la rendita deve incominciar subito, ed h pagabile solo du- 
rante h anni, premesso che prima del termine di questi h anni 
non suceeda la morte deirindividuo, nel qual caso la rendita cessa, 
si potrk trovare il suo valore sottraendo dal valore della rendita 
vitalizia che incomincia subito, il valore di quella che incomincia 
dopo h anni : 

h Im ^ 

ed 

Buy}l) = 0,45026 + i?^ - -^^ r& (0,45026 + JBm + ft). m 

E evidente che dalle formole [1] a [7] si pu5 ottenere invece del 
valore della rendita pagabile per la durata della vita, quello della 
rendita pagabile per la durata della abilita al lavoro, sostituendo 
ad Ifrii ^m-f-i, lm-h2 ecc, ttm, «m-t-i, «w+2 ©cc. Si avrk. in 
questo caso: 

*^^~ am r^ 
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**'m ^ n2 ' 1 ^ 2 ^ ^ ^ n — 1 (I [91 

[ n n n J 

%X|?) = 0,45026 + ll„; [lOl 

Ui„,,i,.) = ^^rl>- ll(„+(,.); [II] 

ll(„x H) , (A = ^ '-'^ (o.«026 + lll(„+j..)) . . [la] 

ia„=H«.-^!!^r6Jl(„ + 6); [18] 

^ (" X J|)= 0.45026+ Hm-^^^rO (0,45026 + H(„+6)). [14] 



b ^ 1-6' i*w 



CAPITOLO I. 

VALORE ATTUALE DEI PAGAMENTI. 

§ 1. 

Formazione e dotazione del capitale. 

Secondo il maggior numero degli statuti attuali delle Casse- 
Pensioni degli impiegati ferroviari, il capitale della Cassa viene for- 
mate da contribuzioni dei soci pagate : 

a) alPentrare del socio neiristituto ; 

h) per un avanzamento di stipendio ; 

c) durante tutto il tempo in cui Pindividuo fa parte della 
societk. 
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Questi pagamenti sono ordinariamente fissati ad un tanto per 
cento dello stipendio. 

Le Casse-Pensioni ricevono poi ordinariamente dalla societa 
delle ferrovie una dotazione annua la quale e fissa, o prpporzionale 
alle somme di una o di piu d'una delle categorie (o) (b) (c) menzio- 
nate precedentemente. 

II versamento dei soci relativo alle categorie (a) e (&) non si fa 
ordinariamente in una sola volta, ma in un numero piu o meno 
grande di rate mensili; il versamento relativo alia categoria (c) si 
fa airepoca di ogni riscossione di stipendio, di solito raensilmente. 

Alcuni statuti ammettono inoltre che nel tempo in cui scadono 
le somme relative ad (a) e (&), quelle relative a (c) cessino. 



§2. 
a) Pagamento dei soci per Pammlssione alia Cassa. 

Sia: 

t lo stipendio delPimpiegato quando entra a far parte dell a 
Cassa-Pensioni ; 

d il numero d'anni daccli6 Timpiegato e socio della (]lassa ; 

e il numero (frazione propria) pel quale dev'essere moltipli- 
cato lo stipendio, per ottenere Tammontare dell'intiera tassa di 
ammissione ; 

il numero in anni, nel quale la tassa et dev'essere pagata; 

J.m il valore attuale della tassa che un impiegato di m 
anni deve ancora pagare. 

L'impiegato avrk ancora una parte di tassa a pagare se egli 
non appartiene alia Cassa da ^ anni, cio6 se d <^z . Avvertendo 
che questo pagamento si fa in rate mensili, il valore attuale 
della parte che resta ancora a pagarsi h evidentemente eguale al 

valore attuale di una rendita — annuale, pagabile in rate mensili, 

z 

la quale, ammesso che Tinvaliditk o la morte non avvenga prima, 

verrk pagata durante z — d anni. Quindi secondo la formola [14]: 
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( V am J 

+ H, _ ^HLhl^ r-<«l{c.+._., i i-^ ... [15] 

E se rimpiegato ^ appena entrato neiristituto pensioni, ossia 
se si ha d = , sark : 

^m=io,45026(l-^^^r.)+li«-^^r^ H(«+J-. [16] 

( \ «m / ^m ) ^ 



§ 3. 
5; Pagamentl del soc! per anmento di stjpeudio. 

L'entita deirauraento dello stipendio e il tempo dopo il quale 
si verifica questo aumento, pare non si possano comiinemente de- 
terrainare in anticipazione, perch6 queste due quantity dipendono 
dairordinamento gerarchico e dalle speciali condizioni della society 
alia quale la Cassa- Pensioni appartiene, condizioni che accordano 
dopo un piti meno lungo tempo ad ogni singolo impiegato Tavan- 
zamento in una classe di maggiore stipendio. 

Pero, presso quegli Istituti che sussistono gih da molti anni si 
trovano numeri medi fondati sulle esperienze degli anni precedenti, 
i quali naturalmente non riguardano ogni singolo impiegato, ma che 
danno utilissimi dati per la formazione del bilancio delPistituto-pen- 
sioni, nel quale si tien conto coraplessivamente del valore di tutte 
le entrate e di tutti i pagamenti probabili. 

Pel calcolo di questi numeri medi, si pu5 supporre che Tavan- 
zamento di stipendio per ogni impiegato avvenga ad eguali inter- 
valli di tempo : anzi pin sempliceraente, che Timpiegato abbia ogni 
anno un eguale aumento di stipendio. 

Abbiarao preferito Tultima ipotesi non solo perch^ essa ci con- 
duce ad espressioni molto piii semplici della prima : ma anche perch^ 
h ragionevole Tammettere che gli impiegati coi piii alti stipendi 
aumentino bens\ di somme maggiori, ma per converso piti rara- 
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mente degli impiegati con piccoli stipend! e ci6 perch^ il numero 
del priini b relativamente piccolo, e vi si verificano quindi piii rare 
vacanze. 
Sia ora : 

V rimportare delFaumento annuale di siipendio ; 

e^ il numero (frazione propria) pel quale, secondo lo statute, 
va moltiplicato Tammontare delPaumento di stipendio per ottenere 
la somma che Timpiegato deve pagare a questo titolo in 12 rate 
mensili ; 

Bm il valore attuale dei pagamenti che deve fare un impie- 
gato di m anni per gli aumenti di stipendio; 

e^v sara Tammontare dei pagamenti annuali per avanza- 
mento, da farsi in 12 rate mensili. 

II valore attuale di tutti i pagamenti che per questo titolo deve 
fare un impiegato, h dato dal valore attuale di una rendita annuale 
e^ V , pagabile in rate mensili per la durata dell'attivitk di questo 
impiegato. Sara percid secondo la formola [10]: 



JSm={0Ab026 + lXm)e,v [17] 

Se il pagamento viene fatto (come alcuni statuti prescri- 
vono) durante un numero dato jD = d -\-p anni, oppure fino a che 
sia ragginnta una data etk di {m-\-p) anni, allora secondo la for- 
mola [14] si ottiene : 



P I \ ap I am ) 



§4. 

c) Pagramenti correnn del soci. 

Sia: 

T lo stipendio attuale delFimpiegato ; 

Cj il numero (frazione propria) pel quale si deve moltiplicare 
lo stipendio annuale, per ottenere il valore del pagamento annuale 
corrente da farsi in rate mensili ; 
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Cm il valore attuale di tutti i pagamenti probabili che deve 
fare un iinpiegato delPetk di m anni. 

Se lo stipendio attuale 6 T, e Paumento annuale 6 t; , lo sti- 
pendio dopo il tempo x sark : 

T+vx. 

Siccome per6 Tauraento di stipendio puo avvenire in ogni tempo 
deiranno, si tratta prima di tutto di determinare lo stipendio medio 
da portarsi in conto ad un date anno, per esempio alP»«*'*"o, Questo 
medio stipendio 6 (^) : 

C_,{T-i-vx) dx = T + ^^^v [1»] 



(*) A maggior spiegazione di quost'espressione serva la seguente osser- 
vazione che abbiarao messo qui perche possa essere utile anche ulterionuente. 

La media aritmetica 2/1 di tutti i valori, che la funzione y = f{x) puo 
assumere per tutti i valori da x tra a e & , quando & ^ a , e : 

/^ f {X) dx f^ f ix) dx 

^ a 

La esattezza di questa espressione si fa evidente collfi dimostrazione geo- 
metrica. Rappresenti y = f{x) I'equazione di una curva, le di cui ascisse 
Bono a; e le ordinate y. Si deve allora trovare la media aritmetica di tutte le 
ordinate da f [a) fino ad f (h). 

Questa ordinata media e evidentemente quella che moltiplicata per la 
difierenza delle ascisse estreme da la superficie racchiusa fra la curva, Tasse 
dcUe ascisse e queste ordinate estreme, ossia: 

b b f fix)dx 

y^ .fdx = f fix) dx; 2/i = -^ . 

S^ dx 

Cosi per una funzione di due variabili y = (f {x^Z) Bih& che la media 
1/^ per tutti i valori di X tra a e b, in cui & ^ a, e di ^r tra c e d in cui 
d > C, e : 



2/1 = 



J dz f (f{z,x)dx f dxf (f{x,z)dz 



C dz C dx C d X f dz 



cio che puo essere provato analogamente considerando il volume di un corpo 
limitato da una superficie la cui equazione e y = (f {x,z). 
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Quindi rammontare del pagamento a questo titolo d^lTn^^i^^o anno 
sark: 



m , 2W— 1 , 

T+-——ve,; 



consegucntemente : 



nel 1° anno (T+ o'/^j* 
id.2» id. [T+^)e,; 
id. 3- id. (t+^)c,, 



cio^ ]*aumento annuo di questo pagamento hve^, 

Questi pagamenti possono quindi considerarsi come una rendita 
pagabile in rate mensili per la durata deirattivitk, rendita che am- 
monta al 1° anno a 

e che annualmente cresce di ve^. 

La rendita totale h quindi formata : 

dalla rendita immediata di e, (T -]-—); 

id. id. differita di 1 anno ... e^v; 
id. id. id. di 2 anni ... e^v; 



6 cosi di seguito. 

Ora, avuto riguardo alle.formole [10] e [12] il valore attuale 
dei pagamenti correnti h formato dal valore attuale : 

della rendita immediata ( T -|- — 1 e, , 

ossia: Cj (!r+ |) (0,45026 +llwi); 



o 
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della rendita e^v dal 1** anno, ossia: e, v ^"^ r (0,45026 -f- 1{^ + 1); 
id. id. ejt;dal2o id. ^',t;^^^^^^ r« (0,45026 + Hm + 2); 

^ (0,45026 + fln.4- 3); 



id. id. ejt;dal3** id. 



e^v 



flfm + 3 



a 



m 



La somma di queste espressioni d^ il valore attuale di tutti i 
pagamenti correnti : 



C„, = c, I 0,45026 ( 



V 



T+j} + 



, «tn + l r + rtm+2 r* + «ni+3 »•' -h 

-f- V 



a 



m 



+ 



+ (t+|)K.+ 



Om-h 



lWni^-l^'+«tn + 2 *^^fn + 2r« + 



V 



a 



m 



oppure riducendo, e per la formola [8] : 



Cm=eA 0,45026 !r+ 0,22513 v + (!r+ 0,95026 v) Um + 



+ 



am-h\r^-^^^m + \ + am+2r^-^^^m-i-2 + 



Qm r*^ 



V 



od anche : 



Cm — 6 J 



0,45026 + fin,"] T+ 0,22513 + 0,95026 ^m + 



+ 



am + \r^-^^^m + i + am-h2r^'^J^m + 2 + 



am r^ 



■^H 



[20] 



Per v = Of ossia se lo stipendio si mantenesse costante, qaesi^^a 
espressione si ridurrebbe alia seguente : 

Cm = (0,45026 + 11 „,) 6, T [«1] 
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Quando il pagamento cesai dopo I) = d-\-p anni, o venga 
fatto solo finch^ sia raggiunto T (m -|- 2^) ^***"^ anno, si ha, seguendo 
lo stesso metodo usato per la formola [7] , relativo anche alle 
[14] e [20] : 

C^ = Cm- ^^^^^ TV \ C^4-p+i> (0,45026 + H(^+p)) j...[22] 

Qualora nel tempo in cui vengofio pagate le rate d'entrata non 
si facciano pagamenti correnti, si puo trovare il valore dei paga- 
menti segnendo lo stesso metodo adoperato per ricavare la for- 
mola [4]. Si avrk quindi : 

C;„=?!!L±f r-C7„, + . [83] 

Cos! qnando non si debbano fare pagamenti correnti dopo I'au- 
mento di stipendio, durante il tempo pel quale si pagano somme a 
questo titolo speciale, il valore del pagamento annuo e^ v dev'es- 
sere diffalcato da Cm ed il valore del pagamento corrente 5 : 

C;; = C^- (0,45026 + Hm)e2t;; [84] 

» 

e finalmente quando questo pagamento non debba farsi n^ durante 
il tempo in cui si pagano le rate d'entrata, n6 durante quello in cui 
si pagano somme per aumento di stipendio, il suo valore sar^ (^) : 

Cf-=^!?L±fr-jCm+.- (0,45026+ Em + .) e,t;|...[«5] 
am ^ ^ 



(^) L'autore ha calcolato 11 valore della espressione : 

w + l ^•^m + l 



«m Tm 
che fig^a nella formola [20]. 



N, d. D, 
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CAPITOLO II. 

VALORE ATTUALE DEGLI IMPEGNI. 

§ 5. 
Oneri della^Cassa Pensioni. 

II maggior numero delle Casse -Pensioni delle society ferro- 
viarie ora esistenti accordano : 

a) agrimpiegati stessi, pensioni vitalizie in caso d'invaliditJi, 
quando pero quest'ultima sopraggiunga dopo un dato numero di 
anni, durante i quali Timpiegato sia stato socio; 

6) alle vedove degUimpiegati, pensioni vitalizie o cbe du- 
rano fino a nuovo matrimonio, a condizione perd che il defunto 
marito abbia fatto parte della societa por un dato numero di anni e 
che il primo matrimonio abbia pure durato un numero d'anni pre- 
fisso; 

c) sussidi alle vedove di quegli impiegati che non hanno al- 
can diritto alia pensione; 

d) determinate pensioni o snssidi ai figli degl* impiegati, o 
dopo la morte del padre per tutto il tempo in cui la madre soprav- 
vive, dopo la morle d'ambedue i genitori fino ad una data etk. 

Le pensioni vengono ordinariamente pagate in rate mensili po- 
sticipate. 

§6. 
a) Pensioni agli inralidi. 

Secondo il maggior numero degli statuti delle Casse-Pensioni 
ferroviarie, Tentita della pensione che riceve un impiegato divenuto 
invalido, dipende dairammontare deirultimo stipendio e dal nu- 
mero degli anni di compartecipazione alia societa; in modo cio^, che 
il diritto alia pensione incominci solo quando questa compartecipa- 
zione sussista da un dato numero di anni, e Tentitk della pensione 
dopo questo numero di anni venga espressa in parti percentnali 
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dello stipendio; in seguito la pensione cresce di determinate somme, 
espresse pure ordinariamente in parti percentuali dello stipendio, 
e raggiunge il suo massiino valore dopo nn certo numero di anni. 
Sia ora : 

g il numero d'anni di compartecipazione alia society, dopo 
1 quali rimpiegato ha diritto a pensione in caso d'invaliditk ; 

p il numero (frazione propria) pel quale si deve moltiplicare 
Tultimo stipendio, per ottenere la, pensione minima ossia la pensione 
dopo un numero g di anni di compartecipazione ; 

^ il numero di anni dopo il quale la pensione cresce di un 
determinato grado ; 

p il numero (frazione propria) pel quale si deve moltiplicare 

Tultimo stipendio per ottenere Taumento della pensione dopo i 
S anni ; 

D il numero di anni di servizio o di compartecipazione alia 
society, dopo il quale si ha diritto al maximum della pensione ; 

Jn Taramontare della pensione annua di un impiegato di m 
anni, che neirn^**'"^ anno diviene invalido; 

^«iil valore attuale della pensione-invalidi spettante ad 
un impiegato di m anni. 

Lo stipendio dopo V n^simo anno h secondo la formola [19]: 

m , 2W — 1 

II fattore pel quale lo stipendio dev'essere moltiplicato per ot- 
tenere la pensione h 

nel quale per5, siccome la pensione cresce ogni periodo di d anni di 
una somma = IJ X ^^ stipendio, si deve considerare solo il numero 
intero risultante dalla divisione 

d — g-\-n—l 

e trascurare la restante frazione propria. 

(*) Per i simboli non definiti in questo paragrafo vedansi quelli stabiliti 
nel capitolo I. 

£ — Annali di Statistica, 2 



per 
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Ne segue che (*) : 

^er n^g — d f J,i = ; 



Qaando il fattore, pel quale lo stipendio dev'essere moltiplicato 
onde ottenere la pensione, debba raggiungere il suo massirao valore 
alia fine del J) ^«*»"^ anno di compartecipazione alia societa, si avrii 
per w ]> D — d: 

Ma so il massimo della pensione 6 fissato in un numero che noi 
chiameremo J, allora si avra: 

/ , d-\-n — g — 1 ^\f^ , 2n— 1 \ 

da cui si puo ricavare e determinare w, e quindi quelTanno che noi 
chiameremo limiie, dopo il quale la pensione non siibisce ulterior i 
aumenti, ma resta continuamente eguale ad I, 

Deterrainata in tal modo la media pensione-invalidi per ciascun 
anno, ci resta ancora a trovare il numero di coloro che in ciascun 
anno fe quindi p. e. neirw^*'*"^ anno, diverranno invalidi. 

Sia am il numero dei soci abili al lavoro viventi di eta m, 
secondo le tavole di invalidita : si avra che 

al principio deir^i^s""^ anno , . . . Gm-hn — i 
e alia fine » » » .... am-i-n 

saranno ancora abili. 



(*) Secondo gli statnti della societa austriaca delle fcrrovie dello Stato, la 
pensione non 6 dipondento dairaltimo stipendio, ma dalla media degli sti- 
peudi degli ultimi tro anni di servizio, quindi per questo istitato di pensioni 
si deve mettere 

invece di 
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Se nel corso delVn^^^^o anno nessuno fosse divenuto invalido, 
ossia con altre parole, se il numero eim-t-n di soci abili viventi alia 
fine dell'anno, rappresentasse i sopravviventi di un numero y di soci 
viventi al principio delPanno, dovrebbe essere am + n — i = y\ 
quando pero non si presenti questo caso, am-hn—i — y esprime evi- 
dentemente il numero di tutti quelli che son divenuti invalidi nel 
corso deU'anno, sia che sopravvivano aH'n^s^^^ anno, sia che nel- 
\y^iesimo anno muoiano. 

Ora degli Z^ + n — i viventi al principio dell'^^^^w^o anno, sup- 
poniamo ne sopravvivano alia fine di esso ancora Im + n* Sta allora 
la proporzione {}) : 

da cui 

ffm-hn — l 

y — 0,m-hn —j , ♦ 

e quindi il numero dei divenuti invalidi neWn^^^^o anno ammonta a: 

f"m 4- n — 1 



dm-hn — 1 — <^m-4- 



n 



,■>, 



vm + n 

oppure ancie a : 

'(^m-hn — i ^m + n 



Im + n — 1 I 



m + 



lm + n-\ [38] 



Di quelli che divengono invalidi nelPn*^^^'"^^ anno, una parte 
sopravvive, un'altra muore nello stesso anno. 

Se gli am + n—i viventi soci abili al lavoro al principio del- 
Yfiesimo anno diminuissero nel corso delPanno solo per causa di 
morte, i sopravviventi alia fine deH'anno sarebbero : 

' 7 

^m+n — 1 



' »n 4- n — 1 

Ma siccome alia fine deU'w^^'w^o anno ne rimangono soltanto 

(^) L' ail tore suppone con cio che la mortalita degli invalidi sia la stessa 
came per gli abili al lavoro. II Behm ed altri tengono ora conto della morta- 
lita specifica degli invalidi la quale puo diflferire sensibilmente da quella 
degli abili al lavoro. N, d. D, 
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abili am+nj ne viene che il numero dei divenuti invalidi nel- 
Yfiesimo anno, ma che sopravvivono, 6: 

M77 + n 

Clm + n — l ^ Om + n > 

f'm + n — 1 



oppure: 



( 



'wj -f n — 1 ' 



m + n> 



' m -f- n L* "J 



II nuraero di colore che neirw^*'*"^ anno divengono invalidi e 
rauoiono, si ottiene evidentemente sottraendo daU'intero numero 
dei divenuti invalidi neirn*^**"^ anno [28], il nuraero degli invalidi 
sopravviventi [29]; sark quindi: 

Y/yn + n — 1 Clm + n\ ,, , . rQJfcT 

-j -y 1 \f'm+n — \ — t'm-hn)' ' • • L**"! 

^m-\-n — 1 ^m + n' 

Coloro che hanno cessato d'esser soci abili al lavoro neir«^«'"^o 
anno e che sopravvivono, riceveranno nello stesso anno una certa 
parte della pensione annuale Jn in rate mensili scadute, e dopo del- 
YfieiirAo anno una rendita vitalizia annuale Jn , pagabile dalla fine 
deirw^'**^^^ anDO fino alia morte, in rate scadenti mensilmente. 
Coloro invece che cessano dalPattivita nelPw^^i*"© anno, ma che 
nello stesso anno muoiono, ricevono solo una certa parte deli'an- 
nuale pensione invalidi Jn in rate scadenti mensilmente. 

Si deve percio trovare il valore attuale : 
1° Delle rate da pagarsi nelPw^s**"© anno: 

a) agli [- 1 (?wn-n-i — Im+n) luvalidi, 

Vwm + n — 1 ^wi + n/ 

che muoiono neirw^^**"^ anno; 

h) agh -z I frw + w mvalidi che soprav- 

vivono. 

2*' Della rendita vitalizia incorainciante alia fine dell' w <?«*♦"<> 
anno, da pagarsi in rate a mese scaduto agli 



'wi + n — 1 vfn-{-n' 



I 



m-hn 
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individui che cessarono dall'esser soci attivi nelVn^^'^^^ anno, ma 
che sopravvivono. 

H totale di queste espressioni da il valore attuale della somma 
spettante agli am soci abili al lavoro, che divengono invalid! nel- 
Yfiesimo anno. 

Per la classe la). — Se Tinvaliditk e la niorte di un certo nu- 
mero di soci ha luogo nello stesso anno, il tempo che decorre fra 
questi due avvenirnenti pub assumere tutti i valori da a 1 anno; 
e la somma da pagarsi per ogni singolo socio divenuto invalido puo 
pure assumere tutti i valori da a Jn • H valore attuale di tutti i 
pagamenti da farsi in questi casi, si trova moltiplicando il numero 
di questi invalidi, ossia: 

/(lm-\-n — I 



I 



m-h 



n — 1 vm-\-n/ 



pel valore attuale della media fra tutte le somme da pagarsi ai sin- 
goli invalidi. Supponiamo or a che Tinvaliditk succeda in un tempo 
n — 1 -|- (JL , e la morte in un tempo w — 1 + P > succedendo i due 
avvenimenti nello stesso n^^^'^o anno, tanto [x. che p devono essere 
minori di 1, e p ^ fjt,, II tempo n — 1 -]- [j. cada nel pesimo mese, 

e il tempo n —-l-^-p nel q^simo mese delV n^^^*^<^ anno, in modo 
che : 

12 ^ ' ^ 12 ' 

12-<''<T2' 

Si dovra allora pagare: 
alia fine del pesimo mese ( o'~N ^n', 

id. (jpJ^l)esimo id , ~ Jn; 

id. (j,^2)e>imo id ^ 7„; 



'* • 
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alia fine del (j — 2)"'»'o mese 

id. (g_l)«»imo id. 

id. 



"12 '^"' 

1 r 



qesimo id /^ — 



12 



Jn • 



iSe questi valori si riducono ad interesse semplice al principio 
deiranno, si ottiene il valore to hale dei pagamenti al principio del- 
Vn^simo anno: 



P 
-12 - ^'■ 



+ 



1 

12 



+ 



_1 

12 



^+"12* ^+ 12-* ^+ 12 ' 



+ 



+ 



+ 



1 
12 



^^ 12 ' 



+ ---!'- 



e//« » 



oppure 



1 



+ 



1 



_12+i>i "• J2 + (2^ + I)i ' i2 + Q9+2)i 



: + 



+ 



+ 



l2+iq-l)i 



: + 



12 +2 i 



e/n* 



In questa espressione [f* Q p possono prendere tutti i valori da 
a 1, deve per6 sempre sussistere che 



p - 1 -^ =:. i^ 



I2~ < I'' < 



12 



g — 1 ^ = q 
12~ < ^ < 12 • 



II valore medio di questa espressione per tutti i valori possibili 
da At a p 6 (vedi osservazione relativa alia formola [19]) : 



f P 9_ 

\J p^ ^J q^ll2-\-pi +i2+(p+l)i 
I 12 12 



+ 



12 



13 



fi2 /'la 

dfi I dp 



12 



12 
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+ 



12+(p+2)i 



. -| — .-j- 



I2p-(q-^l) 



l2 + {q-l)i ' 12 + gi 



dp 



p 



/•i2 ri2 

dfjL j dp 
;» — 1 J o — 1 



Jn , [81] 



12 



12 



in cui nel numeratore e nel denominatore per p e qsi possono met- 
tere tutti i numeri interi da 1 a 12. Pero, a causa di 

p y f^ edi q y, p , 

il limite inferiore deirintegrazione relativamente a p non deve esser 
preso minore di /a, sicch6 per jp = g il numeratore diviene: 



1. 

^•12 



J n — \ J 



12 



12 



f^ 



12(/)-At)- 



dp, 



ed il denominatore : 



p 



12 



.^12 r. 

I df^ I dp; 

12 ^ 

conseguentemente il numeratore della frazione consiste delle se- 
guenti parti : 

per i) = 1 , g = 1 ; 

rh rk 12 (,_^) ^ 

Jo J ^ 12 + i '^ 6(12+012^' 
per /? = 1, 2 = 2; 



P a^ r I'i::^ + i^^^'l ^P 

Jo J LI 12+i ^ 12 + 2i J ^ 



=[ 



— '— l^• 
2(12+i) ' 2(12+2i)J 12* 



1^ + 
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per p = l, <Z = 3; 



ri2 rn r 

12 



•HCl-12^ 1 12 p- 2- 

12 + i '^ 12 + 2 i "^ 12 + 3 «J 



dp z= 



:.+ 



+ 0-; 



2(12 + 12 + 2 i ' 2(12 + 3t). 



1 

i 2« ' 



per i? = l, <Z = 11; 



II 



r d a r 1'-^=^ + — ^ + — ^ + 

J Q ' J 10 L 12 + i ^ 12 + 2 i ^ 12 + 8 e ^ 



12 



+ 



12 p - 10" 
12 + lH 



do = 



^ T. + ^w4^: + ^A-G-: + + 



+ 



_2(l2 + i) ' 12 + 2i ' 12 + 8i 



2(12 + lli)J 



12«* 



per 2? = 1, g = 12 ; 



12 



/•12 /•12 r 

/ . '"J a L 

12 



12^- ir _ 

"*" 12 + 12 i ' ''"" 



"12 ri— 12^ 



12 + i "^12 + 2i"^12 + 3i "*" 



..+ 



' .+=.4^+ + 



2 (12 + i) ' 12+ 2 i ' 12 + 3 i 



+ ^ 



7 + 



12 + 11 i ' 2(12 + 12 



12^' 



per p = 2, q = 2; 



/>.riife?;., 



12 



M 12 + 2t 



6(12 + ai)12='' 
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per 2? = 2 , <Z = 3 ; 



2 



r^ '- J 



12 fl - 2- 



1 .7 11 12 + 2 i ^ 12 + 3«.J 

12 12 



'—+ — ' 



(^/) = 



,2(12 + 2 *^(12 + 3e) 



12^' 



per i? = 2 , 2 = 4; 



•12 



/■>"/: [^+ 



1 12 /, - 3" 



12 



12- 



+ 2i • 12 + 3 i ' 12 + 4 i_ 



dp == 



1 



•> .,'\ I I o I o A ~r 



2 (12 + 2 i) ' 12 + 3 i * 2 (12+4 OJ 12*' 



1 



per p#=2, q=l2; 



12 



/•12 /•12 [- 

12 12 



•12 [-2-12^ 



^ '" ' 12 + 2i ' 12 + 3i"'~12 + 4i 



: + + 



, 12^-11 

"^ 12+11 ij 



dp = 



;; + 



' ,+,^^ + --+ 



_2(12 + 2i) ' 12 + 3 e ' 12 + 4 i 



12(12+120J 



122' 



per ^=11, g = ll; 



11 



11 



f>f 



12 12 (^_^) 



r dp = 



12 



^ 12 + 11 i ' 6(12+1U)12*' 
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per jp = ll, q=l2; 



11 



12 



J 10 ^ J 11 I 124-11 i ^ 



12 



12/) -11" 
12-H21 



C?/3 = 



=[ 



+ 



1 



2(12 + 110 2 (12 + 12 i) 



1 

l2«' 



per ^ = 12 , g = 12 ; 



12 



12 



/'Id ri2 



12 (^-^) 



I 



12 



^ 12 + 12 i ^ ^ 6 (12+ 12 i) liS'^ 



Se si ordina secondo il denominatore e si sorama, si ottiene per 
numeratore della frazione, form. [31]: 



1 



6.122 



1 + 11.3 1 + 11.3 + 1.10.6 1 + 11.3 + 2.9.6 

» To i o «• I 1 o I o V >.. 1 



L. 12 + i 



12 + 2i 



12 + 3 i 



1 + 11.3 + 3.8.6 1 + 11.3+4.7.6 1 + 11.3 + 5.6.6 

"I 1 f» I A • l~ -1 o I n 2 ~T~ -I o I l: J "I 



12+4i 



12 + 5 i 



12 + 6 i 



1 + 11.3 + 6.5.6 1 + 11.3 + 7.4.6 1 + 11.3 + 8.3.6 

~T~ io I f? -• ~P -lo I o .; ~T" To i irTT P 



12 + 7* 



12 + 8 i 



12 + 9 i 



1 + 11.3 + 9.2.6 1+11.3 + 10.1.6 1 + 11.3 



12+lUi 



12 + lU 



12 + 12i 



432 



17 



:: + 



47 



;: + 






__12 + i ' 12 + 2 i ' 12 + 3 i ' 12 + 4* ' 12 + 5* 



107 107 iri 89 71 

+ 12 + 6*"^12 + 7i"*~12 + 8*"^r2 + 9i"^12 + 10i"^ 



+ v.r4^+ " 



12 + 11 i ' 12 + 12 *_, 
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Analogamente si trova il denominator e. Cosi : 

i- 1 

12 ^ 

1 1 

J^'U /'•12 1 

^^ C?^ j ^ (?/) = — ; 

V> 12 



1 



12 ''12 1 

periJ = l,2 = 3; J ^d^ j ^dp = ~- 



12 12 



1? 



12 12 

1 1 

12 '^ 

1 1. 

/•12 /'I'd 1 

l2 12 



12 



perp=2,2=12;y';ei^y%, = ^; 



12 12 
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II 11 

''i 

per 



ru r\2 1 



Isi " ^ 



11 12 



per2, = ll,<z=12; J |/^ ) |/ f = j|i; 



10 


Jn" 


'^ 12«' 


i:i 


IJJ 




li 


12 




I5i 


r\2 

1 /7 


1 



peri?=12, (Z=12; / ^^ c?^. / dp = ^ ^^^ . 

Sommando, il denominatore risuita: 

1 11 + 10+94-8 + 7 + 6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1 _ 

' 2.12^+ 12« "" 

_ 1 11 __ J^ 

■~2~i2"^'2.12~l2'* 

Si ottiene quindi secondo la formola [31] il valore medio di 
tutti i pagamenti a coloro che divengono invalidi nelVn^^^^o anno e 
che muoiono in esse, valore ridotto al principio dell'w««'»w^ anno: 



1 

216 



17 . 47 . 71 . 89 . 101 



\ 



_12 + i~^12 + 2i~^12 + 3i '12 + 4 i"^ 12 + 5 i"^ 



I 1Q7 107 101 89 71 

"^12 + 6*^12 + 7 2^12 + 81^12 4-9*^12 + 10^^1 

47 I'' 1 ' L J 

"^ 12 + 11 i"^ 12 + 12 i "^"^ 

e mettendo per i il suo valore, si trova finalmente: i 

0,32458 Jn ; C) 

cio^ il valore dei pagamenti a tutti coloro che divengono invalidi 



(^) Se durante I'anno non si calcolassero interessi, non sarebbe necessario 
eonsiderare che i pagamenti yengono fatti in rate mensili, e un impiegato, 
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nelVn^^^^o anno e che nello stesso anno muoiono, ridptto al prin- 
cipio deWn^s^^o anno ammonta a: 

0,32458 (^!!^±^i^ - ^) (i™ + „_i - Z, +„) J„ ...[88] 

Per la classe 16). — Coloro che neWn^^^'^o anno divengono 
invalid! e sopravvivono, il cui numero ascende, come si trovo, a: 

^flfm4-n — 1 Cf'm + nxj 



vm + n — 1 vm + 



n, 



ricevono nelFw^^^'^o anno una somma, il cui valore medio al prin- 
cipio deirw^««*"o anno si ottiene quando nella formola [31] si fac- 
ciano variare tra i limit! dati solo iJi^ep, ponendo p costante= 1, e q 
■costante = 12. Sicch^ s! ha: 



/-» 



12 






U 



J2-^pi "^12 + (jp + 1) i~^12 + {p + 2)i "^ 

1 



"^ 12 + 11 i "^ 12 +. 12 i_ 



^•12 



[«4] 






1^ 



■che neir n esimo anno diventa invalido nel tempo fJL , e nello stesso anno al 
tempo p muore, riceverebbe 

(l^ — p) Jn, 
^icche la media tra tutti i possibili pagamenti sarebbe : 

S\^^flJi,(p-'l^)dp -l/^ (1-2 ^ + ^2^d^ J 
i[ T Jn = \ Jn = " e/n . 

Si ottiene lo stesso valore, se nella formola [32J si pone la tassa percen- 
tuale i = 0. Difatti si ha : 

1 864 ^ 1 ^ 

e/n = -zr e/n . 



216 12 3 



- 30 - 



Conseguentemente il numcratore divenia: 
per p = 1 ; 
1 



' L i-' 



-12^4 



i2 + i +12 + 2i"^12 + 3t"' ^12 + 12*] ^ 



+ 



L2(12 + ?) ' 12 + 



2 i^ 12 4-3*^ ^ 12-4-12 



+ 



1 

12"' 



per p = 2; 

"i-^ r-2-12^ 



/ 



la 



-.1,1. , 1 



_12 + 2i ' 12 + 3 i ' 12 + 4 i 



i_ + _L_ + _L_ + ....+ 



12+12 i 
1 



1.2(12 + 2 i) ' 12 + 3 i 



+ 4i 



12+12 i_ 



dfjL = 



12"' 



per 2? = 11 ; 



11 



/•12 [-11-12^ 1 ] _ 

J 10 Lli + lli "^12 + 12*] ^ — 
12 



+ ri 



1 



_2(12 + 1U) ' 12 + 12 i_ 



12 ' 



per jp == 12 ; 



/ 



12 



•12 rt-_i2^- 

11 [124^2! 
12 



dix = 



2 (12 + 12?) 12 ' 



e sommando : 



1 

24 



1 _ + _?_ + _i_ + 



_12 + i ' 12 + 2i ' 12 + 3t ' 12 + 4i ' 12 + 5i 



^"^12 + 5i~^ 



^ 12 + 6 i ^ 12 + 7 i ^ 12 + 8 t ^ 12 + 9 i ^ 12 + 10 ^ ^ 

_21_ 23 

"^12 + 11^"^ 12 + 12 i_ 
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Ed il denominatore diventa : 



per p = 1 ; 



per p = 2; 



y'l2 



I 





2 

•12 

\_ 

12 



dfj, = 



1 
l2 ' 

J_ 
12 ' 





12 


per p — 12 ; 


j u '^^ 12 ' 




12 


e sommando: 






i^iV '• 



Messi questi valori nella formola [34], si ottiene il valore me- 
dio dei pagamenti fatti neirn^^'*"^ anno a coloro che in esso diven- 
tano invalidi, ma che sopravvivono, valore ridotto al principio 
Jeirw^«»*»"o anno: 



24 



1- + -s 



..+ 



_12 + i ' 12 + 2i ' 12 + 3i 



^■. I ■ • • • • ■ I 



+ TT 



21 



-.+ 



23 



ossia: 



12+lli ' 12 + 12*. 



0,48299 Jn. C) 



«/n > 



[85] 



(') Se non si calcolassero grinteressi durante I'anno, e evidente senza 
nessun altro calcolo, che un impiegato cho diviene invalido neir7i^s»*wo anno 
e che sopravvive, ricevera in media neU'w^siwio anno 

ye/n, 

il qaal valore si ricaya anche dalla formola [35] se si fa i = O; quindi si ottiene 

1 144 .. 1 ^ 

• • u ft ^^ d Yt, * 

24 12 2 
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Conseguentemente il valoro di tntti i pagamenti da farsi nel- 
Vn^simo anno a colore che in esso diventano invalid!, ma che soprav- 
vivono, ridotto al principio dell'anno ammonia a : 

0,48299 r-"-^"-' -"•» + '•)«,„ + „ j; [»6] 

Cosi si ottienc ancbc il valore di tutti i pagamenti da farsi nel- 
Vn^simo anno a colore die in esso diventano invalidi senza distin- 
zione, vale a dire tanto a quelli che nel corso delVn^^^^o anno mao- 
iono, quanto a quelli che sopravvivono, se si sommano le espressioni 
[331e[36]:quiiidi: 

0,32458 f^'^-^^-:^-^) 0,.+n-l - ?n.-.n) Jn + 

+ 0,48299f"'"t."->._«."'-±i'),„^„j-„ = 

\'m4-n — 1 tjnJ-n/ 

= (0,32458 l„, + n-i + 0,15841 l„, + Jp±!^ -""'t-W ..[.y] 

\Mn4-n— 1 tm+n/ 

Per la classe 2. — Gli ( /^"^"~ *^-"^_**j ly^^^ invalidi che 

sopravvivono ricevono inoltre una rendita vitalizia annuale Jn , 
incorainciante alia fine deirw«*"o anno e pagabile in rate mensili 
posticipate. Ora secondo la formola [3] il valore di una tal rendita 
per un individuo avente m-j-w anni di eta al finire dcir(w-|-w)«««»'<^ 
anno, e quindi al principio dell' n-\-l ^«**»o anno di presenza nella 
society, 6: 

[0,45026 + JB(^+n)]e7n, 
in cui 



j^ Im-^-n + l T -\-lm + n -ir2 ^^ 4" ^>w 4-n4-3 1*^ -f" 



vm + n 

Percio questa rendita vitalizia ammonta al principio dell' w ««**•' » 
anno a 

(0,45026 r + Bm+nT) Jn =[0,42882 + r JB(^+n)] e/n ...[38] 
Conseguentemente il valore di questa rendita vitalizia per tatti co- 
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loro che neirn««*»o anno divengono invalidi e che soprawivono, 
ridotta al principio deWn^^^^o anno, ammonta a : 



Im-hn — 1 ' 



m-f-n- 



Nella formola [37] abbiamo trovato il valore complesi«ivo di 
tutti i pagamenti da farsi neir»««'»wo anno, e nella formola [39] il 
valore di quelli da farsi dopo Vn^simo anno a tutti coloro che in esso 
divengono invalidi, valori ridotti al principio deWn^^^^o anno. La 
somma di queste due espressioni dk quindi il valore complessivo di 
tutti i pagamenti da farsi a coloro che divengono invalidi neirn^«»*"<» 
anno, ridotto al principio di esso : 



^^m + n— 1 flfm + 



^ (0,32458 l„ + „-i + 



Im-hn-'l 'm-hn, 

-|- 0,58723 lm + n-\-f ^m-hn ^m-hn) Jn y 

oppure anche, essendo 

^♦n +n 4-1 ^ + ^m+n + 2 r* -|- im-fn + 3 >*' + 



I^[in+n) = 



e 



*«»4-n — 1 •Km-f n— 1 
rlm-\-n 

1 



-1, 



r = 



1.05' 



f ^'""'"-^ -^^^^)(0,32458i^4-n-i- 0.36515 Zn.4-n + 

+ Zm4-n— ll2m4-n-l)t7n. [40] 

Se Tnltimo valore si sconta per (w — 1) anni, si ottiene il va- 
lore attuale di tutti i pagamenti da farsi a quelli che divengono in- 
validi neirn^«*»"o anno: 

/O^n+n-l _ a^n4^ 
\*m + n— 1 f'tn + n/ 

4-2m + n-l-Rm+n-l]r'*-17» [Ml 

E — Annali di Statistica, 3 
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Di qui, se si fa n = 1, 2, 3 ecc. e se si somma, si ricava il ya- 
lore attuale della rendita vitalizia spettante complessivamente agli 
ara soci abili al lavoro di m anni di eta: 

'«rn_ ^"' + M|;(0,32458Z,u-0,36r)15^, + i) + ?,„i2„,]e7-i + 
/atn+2 _ ^»'^-^3) [(0,32458 ^«+o - 0,36515 l^+z) + 

+ ?wi+2-Km + 2] '^e^^ H [^*] 

Questa espressione divisa per am, da final mente il valore at- 
tuale della pensione-invalidi che spetta ad un impiegato attivo di 
fn anni di eta: 

3,„= J-J (^ _«•» + •) [(0,32458 ;» -0,36515 ?„+!) + 
+ /^!!i±i -. ^'^-±^) [(0,32458 ?^ + i - 0,86515 Z.^ 

/a^n4;2_«m4^\|.^ 

^j^/arn±n^ - ^i?i±^) [(0,32458 ?^,+n-l - 0,36515 Z^ + n) + 
+ Im + ri'-l Bm+n-l^r^-^ Jn -\ j. ... [43] 

Siccome (0,32458 Zm+n-i — 0,365157«i+n) 6 sempre picco- 
lissimo in confronto dilm+n-i Bm+n-u si pu5 tralasciare questa 
differenza senza incorrere in errore valutabile ; ci6 facendo e molti- 
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plicando numeratore e denominatore per r^ si ottiene la seguente 
formola approssimativa : 



>*^im — 



am^*" 



/a 



m 



dm-hl 



I 



m 



I 



m-\- 



-\lmBmr^Jl-\- 



+ ^ , jlm + 'ZBm + Zi'^ + ^Jz'] 

■+ (P^^ - 'I'^i-"] ?«+„-! i?„»+„-l r'n+n-i J„ + ..." 



, [43a] 



formola ottenibile anche direttamente, aramettendo, che coloro i 
quali divengono invalidi neirw^«**"o anno ricevano una pensione 
Jn , non pagabile in rate mensili ma annualmente, di cui il primo 
pagamento si faccia alia fine delV w^^mo anno. 



7. 



b) Pension! alle yedOTe. 

L'ammontare della pensione alle vedove h fissato, secondo gli 
statuti delle Casse-pensioni delle society ferroviarie, in una parte 
dello stipendio che il marito aveva alPepoca della sua morte, o 
della pensione ch'egli a quel tempo godeva od avrebbe avuto il di- 
ritto di godere. 

La vedova ha per5 diritto alia pensione, solo nel caso che il 
marito aU'epoca della morte avesse un numero d'anni di servizio 
tale che gli desse il diritto alia pensione. Oltre a cio, in molti statuti 
il diritto della vedova alia pensione h dipendente anche dal numero 
degli anni di matrimonio, mentre in altri statuti questa condizionb 
non h necessaria. 

In cio che segue si fa astrazione dalla durata del matrimonio, 
perch6 volendo tenerne conto, mancherebbero i dati statistici neces- 
sari; ed anche perch6 conle si h detto, si puo prescinderne, ed infatti 
se ne prescinde nel maggior numero dei casi, come insegna Tespe- 
zienza. 



■I rt**i*> 
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Non tenendo conto di questa circostanza gli impegni vengono 
a crescere, qaindi il giudizio sulla solidita della Cassa non pn5 che 
avvantaggiare. 

L^ammontare del maximum della pensione, cbe una vedova puo 
ottenere o deterininato nella maggior parte degli statuti. 
Sia: 
mi Teta attuale della moglie deirimpiegato, 
n il numero (frazione propria), per cui dev*essere moltipli- 
cato r ultimo stipendio o la pensione del marito, per ottenere la 
pensione della vedova, ed evidentemente neirultimo caso tt avra 
un valore di verso da quello cho avra nel 1®, 

Wq Tammontare delVanniia pensione cbe una donna di m^ 
anni, moglie d*un impiegato di m anni, riceve dopo la morte del 
medesimo, 

l3»w,wii il valore attuale della pensione della vedova. 
Lo stipendio pel q«»f^o anno 6, secondo la formola [19]: 

t 
e la pensione, secondo la formola [26] : 

Conseguentemente, se la pensione della vedova b dipendente 
dallo stipendio, si avra: 

per q,<^g'-dy Wq = ()] 

a>g-d,Wq=7rl^T+^^^vy [44] 

Se invece essa b dipendente dalla pensione che aveva il marito, 
si avrk: 

per q <,g-'d, Wq = 0; 
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Chiamando W il maximum della pensione della vedova, si pno 
determinare, sostituendo W 2i, Wq nelUuna o nell'altra dolle ultime 
due formole, il tempo q dopo il quale la pensione piu non aumenta. 

Noi abbiamo mostrato come si puo trovare la media pensione 
Wq che la vedova di un impiegato riceve dopo la morte del mede- 
simo, s'egli lascio il servizio attivo nel q^^^if^o anno. 

Ora se questo impiegato di m anni muore neirw^^mo anno, 
egli puo aver lasciato il servizio attivo nel 1**, 2**, 3** ecc, nel 
qesimo^ {^q^ ^ \ysimo ecc, oppure finalmente anche neU'w^^wio 
anno. Le vedove degli impiegati di m anni che muoiono n^Wn^^^'^o 
anno godrauno percib una o Taltra delle pensioni per le vedove : 

^ W^j W^, W^, Wi^ . • . . Wq * . * . Wn — ii Wn • 

Si deve quindi determinare tra tutte queste pensioni possibili, 
Ig. pensione media che noi chiameremo Wn . 

Ora di am, impiegati abili al lavoro viventi nel? anno wj^siwio^ 
ne muoiano fino all'w^***"^ anno 



a 



■m 



I 



\vm-hn — 1 — vm-hn)\ 



m 



secondo la formola [28], quelli usciti dal servizio attivo nel 1° anno 
sono 

le cui vedove ricevono la pensione wi ; 



nel 2° anno 



(^♦n4-» — 1 — 'm + n) > 



flm + 1 am + 2 

Im-hl ^w + 2 

le cui vedove ricevono la pensione W2 ; 



nel 3° anno 



1 (tm + n — 1 "~ ^wj + w)» 

le cui vedove ricevono la pensione ws ; 



\lm-^2 lm + 3 



nel qesimo anno 



( 



j \f'm-^n — 1 — 'w4-n)> 



vm+q^l vm+q 

le cui vedove ricevono la pensione tvq ; 
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nel (71 — 1 )<'«'»»<' anno 

J ; f\hn-r-n — \ — (m-rn), 

\lvn. + n—2 ('m + n — i/ 

le cui vedove ricevono la pensione Wn 



-i; 



neir w«""<> anno 



I 7 I V ' tn 4- n — 1 — t^'ii^+n) J 

le cui vedove ricevono la pensione «(;„; 



a 



m 



in totals: (Z^w + m — i — Z^ + n), le cni vedove ricevono la pen- 

sione media Wn . Questa pensione media Wn si trova, moltiplicancio 
il numero di coloro clip lasciano il servizio attivo nei singoli anni 
fino airw^«''*"o per la corrispondente pensione accordata alia vedove, 
e dividendo la somma di questi prodotti pel numero totale di co- 
loro che banno lasciato il servizio attivo fino airw^''*"^^ anno, ossia 
l^el numero di coloro che muoiono neirw<^«'»»'o anno. Si ha quindi: 



Wn = 



I 



m 



a 



m 



H 



(dm am + \\ , /(^rn + l «m + 2\ , 

_ — r^'i+ 7 7 — ^«^2 + 

/am+q — l dm + q \ , , 

+ , —- J j^<^9-\ 1- 

\ vm-i- ft — 1 vm-^q / 



n — 1\ , 0>m -hn — 1 

jWn-l +-. Wn 

n — 1/ hn-{-n — l 



+ 



(^m + n — 2 Clm + n — l 
'm + n— 2 lm + 



•C) [46J 



(*) Da questa formola, per essere : 
^Tr Im i f dm 



n 



im \ am am-J-l\ , /am-f-1 (lm~-2\ 

am [Mm tw + 1 / \lm + l lm+2l 



/^w-f-n — 3 am + n—2\ , am + ri^2 

• 7 — 7 tVn — 2 + -j 

\*m + n — 3 Cm + 7i'-'2J *w4-«— 2 



-f- -h 



+ 



Wn — l 



ai ottienc facilmeute la formola : 



Wn = 



am 



Wn — l +-7 {iVn — WtT-l) 



lm-\-n — l 



che e piu comoda pel calcolo. . 



[46a] 
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Dopo d'aver determinato la media pensione Wn delle mog]i di 
impiegati cbe divengono vedove neirn««i»wo anno, ci resta ancora a 
trovare il numero di tali vedove. 

Supponiamo che esistano dm I mi matrimoni, in cui gli uomini 
hanno m anni e sono validi e le donne hanno m\ anni: nelFw ««*"♦"» 
anno muore nn numero di uomini 

"f \vm-\-n — 1 — ^m + n) 'mi + n > L^'J 

le cui mogli sopravvivono durante tutto Tanno; neirw^s*»'^«> anilfc 
muoiono pure uomini e donne in numero di: 

Nei matrimoni in cui noiVn^^^'^o anno muore moglie e marito, 
uno de'coniugi puo morir prima delPaltro: ma un solo di questi 
due casi (quello per cui il marito muore prima della moglie) ci la- 
seia delle vedove. Siccome pero ambedue sono egualmente probabili, 
si pu6 supporre che per una meta di questi casi Tuomo muoia prima 
della donna: quindi il numero dfiUe donne che neirw^s«>wo anno di- 
ventano vedove e nello stesso anno muoiono ammouterebbe a: 

— -- (frjn + n — 1 — Im + n) \vmi + n — \ — ^jwi + n)** • L^^J 

Sommando le due formole [47] e [49], si ottiene il numero to- 
tale delle donne che rimangono vedove nelV n^^^^o anno, sia che 
nello stesso anno muoiano, sia che sopravvivano : 

— ^ — \lm-^n — l — Im-hn) {^mi-hn — 1 "T-^mi 4-n) •• • [••vj 

Le vedove che muoiono nello stesso n^simo anno, in cui per- 
dono il marito, godranno una parte sola della pensione, che potra 
essere la minore (ossia niente) se la loro morte avviene contempo- 
raneamente a quella del marito, o la maggiore, (ossia Wn), se 
il marito muore al principio e la moglie alia fine delPanno. Quindi 
il valore di questa parte di pensione puo assumere tutti i valori 
possibili tra e Wn . 
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Si puo mosirare analogamente a quanto fu fatto per le formole 
[31] e [32], che il medio ammontare di tutti questi possibili valori 
al principio deirn^***"^ anno h di: 

0,32458 Wn, [51] 

e questo valore moltiplicato pel numero delle vedove trovato con la 
formola [49], da I'aramontare della somma da pagarsi a tutte le ve- 
dove degli impiegati morti nell' n^simo anno, e che pur esse muoiona 
nello stesso anno, ridotto al principio delPanno in: 

# 

0,16229 -_— (Im + n-l — lm + n) (?mi + n-l — ZfWi + n) Wn . [52] 

Quelle vedove che sopravvivono , ricevouo neH'w ««*"»<' anno 
ana sorama = se la morte del marito avviene alia fine delPanno, ed 
= Wn se essa avviene al principio; di piu queste vedove ricovono 
una rendita vitalizia annuale Wn incominciante alia fine delP w^«»"*o 
anno e pagabile in rate mensili posticipate. Ora si puo dimostrare 
secondo le formole [34] e [35] che il valore medio delle competenze 
di ciascuna di queste vedove neWn^^^^o anno (ridotte al principio 
di detto anno) ammonta a: 

0,48299 TFn ; [58] 

risultato questo che moltiplicato pel numero delle vedove in que- 
stione, formola [47], dk il valore dei pagamenti da farsi a tutte le 
mogli d'impiegati, che diventano vedove nelVn^^^^o anno e che so- 
pravvivono, ridotto al principio dello stesso anno: 

0,48299 ^ (?m + n-l -'lm^n)lmi-\-n Wn- - • [54] 

Final mente poi il valore della rendita vitalizia incominciante 
alia fine deWn^^^^o anno per ciascuna di queste vedove, ammonta 
secondo la formola [3] alia fine deirw^*^**^^ anno a: 

(0,45026 + i2mi+n)Trn, 
e al principio deWn^^^^^ anno : 

(0,42882 + ri2mi+n)Trn, [55] 

risultato, che moltiplicato per il numero delle vedove dk il valore di 



.1 
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queste rendite vitalizie per tutte le mogli d'impiegati che diven- 
tano vedove neWn^^^^o anno e durante questo sopravvivono, va- 
lore ridotto al principio delFanno medesimo: 

y— (^m + n — l — ^/w + n)^mi + n (0,42882 + *' -Rmi + n) TFn. [56] 

Se ora si sommano le tre formole [52], [54] e [56] si ottiene il 
valore di tutti i pagamenti da farsi alle mogli d'impiegati che di- 
ventano vedove ne\Vn^^^*^<^ anno, ridotto al principio dell' anno 
stesso, ossia: 

-, — (frm + n— 1 — Im-hn) (0,I62a.9 Imi + n — l ~r 

Cm j 

+ 0,74:9h2lmi-hn + rlmi+nBmi-hn) Wn, 

oppure ancbe, essendo: 



/ 



[57] 



■n hYH + n+^f'-\-lmi- i-n+2r'-\ •• 

•tCmi + n — j 

vmi + n — l-"»ni4-w — 1 -• 

— _ j^ ^ 



y " \lm + n — l — *m-fn) (0,16229 tjni + n — 1 — 
— 0,20286 Imi-hn + Inn + n — l J^wii + n — l) Wn > 

e percio il valore attuale di tutti i pagamenti alle mogli d'impiegati 
che diventano vedove nelVn^^^^o anno ammonta a: 



J — {lm-{-n — \ — Im-hn) (0,16229 Z^ 44- n — 1 — 

- 0,20286 imi+« + «mi + n-i);TF„r»-i. . , . [58] 
Da questo, se si fa m ^ 1, 2, 3 ecc. e si somma, si pa6 dedarre 
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il valore attuale di tutti i pagamenti a tutte le vedove, che si hanno 
dagli am Inn ma'trimoni ; saru: 

^^ i [(0,16229 Im, - 0,20286 ?^, + i) + 

~p 'mi J^^mii \lm — 'm + l) y^i ~\~ 

+ [(0,16229 Imi-^i - 0,20286 lmi+2) + 

+ Zmi4.li?»«i + l](?rw + l — i^m+2)rTr2+[(0,16229Zmi-f-2 — 
— 0,20286 Imi + 'i) + lmi + 2 i2mi+2] (/m + 2 - ?m + 3) r« TTs + 

H h [(0,16229 Z„^, + n-l- 0,20286 Z^i4.„) + 

Questa espressione divisa per il numero dei matrimoni «m Im^ , 
da finalmente il valore attuale di cio che spetta a ciascun matri- 
monio, ossia la pensione stessa della^vedova: 

6^, ^, =^-^\ [(0,16229 l^i - 0,20286 Z^^ + i) + 

-\~lmi -Rwi] {Im — Im + l) W^ -(- 

+ [(0,16229Zn.i + i -0,20286 ?„,, -.2) + 

+ ^*wi + l-Rm4 + l](/m4-l — ^m + 2)rTr2+ [(0,16229 Zmi + 2 — 
— 0,20286 ?wi4 + 3) + Z»ni +2 i2»n4 + 2] (?w + 2 — ^m + s) ^^ W5+ .... + 

+ [(0,16229 Imi-^n^i - 0,20286 Z^i + n) + 

H-^mi + n — l^wi-f n — 1] (Zm + n — I — ^wi + n) *•**"■ ^ I'i^nH .• [••] 

Siccome (0,16229 Zw^ + n—i — 0,20286 Zmi + n) in confronto di 
lmi + n — \ -Rmi + n— 1 ^ sompre molto piccolo, si ottiene, trala- 
sciando questa differenza e moltiplicando numeratore e denomina- 
tore per r«^i, la seguente formola, che offre un valore sufficiente- 
mente approssimato : 
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+ {Im+n-l — Im+n) Irm+n-l Bm^^n-l r^i-^^^^ Wn-\ ; [60a] 

formola che pu6 ottenersi anche direttamente, quando si supponga 
che tutte quelle che divengono vedove nelPw^^*"^^ anno, ricevano 
una pensione annua Wn, il cui primo pagamento succeda alia fine 
delV9i^simo anno. 



§8. 
c) Sussidlo alle yedoye* 

Secondo la maggior parte degli statuti, quelle vedove che non 
hanno diritto alia pensione, perch^ il marito non aveva ancora rag- 
giunto Teta e gli anni di servizio neeessari per ottenerla, ricevono 
un sussidio che h dipendente solo dalPultimo stipendio del marito 
od ancora oltre a cio dal tempo piu meno lungo durante il quale 
qnesti appartenne alia Cassa. 

Sia: 
9 il numero per cui dev'essere moltiplicato T ultimo sti- 
pendio per ottenere il sussidio, tanto se questo dipende dal numero 
d'anni durante i quali il marito appartenne alia societa, quanto se 
si fa astrazione da questa condizione; 

*v|/ il numero, pel quale dev'essere moltiplicato T ultimo sti- 
pendio per ottenere Taumento del sussidio per ogni anno in cui il 
marito fu socio deiristituto pensioni ; 

Un il sussidio che la vedova riceve, se il marito di lei muoro 
neirn««»»wo anno; 

®w, mi il valore attuale del sussidio della donua di wii anni 
vedova di un impiegato di un' eik m , 



- 44 — 
Secondo la formola [19], si avrii allora: 

cr„ = [p-(rf+M-i),f](r-f ^^^t;), . . [61] 

la quale esprecsione vale solo nel caso di t? + w <C^, avendo dope 
il marito diritto a pensioue: sicch6 

per d-\-n ^.g si dovra mettere Z7h = . 

So ^ = 0, ossia se il sussidio b indipendente dal numero 
d'anni di com parted pazione alia societa, si ha 

Per ottenere ramraontare totale dei sussidi da pagarsi nel- 
Yfiesimo aimo agli amlmi matrimoni, bisogna moltiplicare Un pel 
numero delle vedove, clie restano tali neirw^''""^ anno: sicch^ si 
ha, secondo la formola [50], che questo totale ammonta a: 

Conseguentemente il valore attuale dei sussidi da pagarsi nel- 
r n^simo anno ammonta a : 



1 am 

2 / 



{Im + n — l — Im-hn) {Inn + n — l-i-lmi + n) UnT*^ ^. [63] 



m 



Se vi si fa n= 1, 2, 3 ecc. e si somma, si ottiene il valore at- 
tuale dei sussidi di tutte le vedove derivanti dagli am Imi matrimoni 
in tutti gli anni : 

•^ , [('m — frm + l) ('wii -j- vjni + l) C^i "T" 
+ (Im + l — Zm + s) (?m4 + l + ?mi+2)^ U2 + 
+ (lm + 2 — I'm + S) (lmi+2 + lmi+3) r^ TJz -\ ] . [64] 

Se finalmente si divide questa espressione per a ml mi, e se si 
moltiplica numeratore e denominatore per r"*!, si ottiene il valore 
attuale del sussidio-vedove che spetta a ciaseun matrimonio: 
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-{-(Im + l — Zw + 2) {lmi-h\'i~lmi+2)r^i + ^ Z72 + 
-\-{lm+2 — lm+z) {lrrn+2 + lmi-i-3) r^^-^^ Us -] J. [65] 



§9. 

PensioDi e snssidi alle yedoye per le future mogrli 

di impiegrati celibi. 

II calcolo esatto dei valori attaali delle pensioni e dei sussidi 
alle vedove, che riceveranno le future mogli di impiegati ancora ce- 
libi, non b possibile se prima non ^ noto, se e quali dei soci si ma- 
riteranno, dopo qual tempo lo faranno, e che eta avrk al tempo del 
matrimonio la futura moglie. 

Pero se la Cassa-Pensioni di cui si deve fare il bilancio esiste 
gia da lungo tempo, si pub fondandosi su dati provati dall'espe- 
rienza, arrivare ad un calcolo molto approssimativo. Se pero il nu- 
mero dei soci non h molto grande, e Tesistenza della Cassa non data 
da lunge tempo, bisogna evitare di discendere a molti dettagli per- 
chd i dati procurati dairesperienza sono insufficienti a dare valori 
medi approssinaativi. 

Se si divide il numero dei soci che negli anni antecedenti si sono 
ammogliati, mentre appartenevano alPistituto, per la somma dei 
soci celibi esistenti durante gli stessi anni, il quoziente dh la pro- 
bability che ha un socio celibe di ammogliarsi in un anno, fatta 
astrazione dalPetk del socio. 

II calcolo di tale probabilita per ciascuna classe d'etk, dark solo 
utili risultati quando si abbiano a disposizione le esperienze di molti 
anni di una Cassa-Pensioni che conti moltissimi soci. 

Nelle Casse- Pensioni ferroviarie, che esistono solo da poco 
tempo il voler scendere ad una tale analisi, sarebbe piuttosto di no- 
cumento che d'utilitk, e si puo, pel calcolo del valore delle pensioni 
alle vedove, accettare Tipotesi di un'uguale probability media di 



.^r' « t« ■« r« 
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raatrimonio se gli statuti contengono la condizione che le vedove di 
soci che si sposano solo dopo una certa etk (di solito il 50««**»o anno) 
non hanno diritto alia pensione, estendendosi in questo case la 
media solo agli anni medii di eta. 

So ora la probabilitii che un socio celibe ha di ammogliarsi en-^ 
tro un anno o h; sara la probabilita che un socio ha di non ammo- 
gliarsi entro un anno =1 — h. 

Conseguentemente la probabilitii ch'egli ha di non ammogliarsi 

in 2 anni sar^ ( 1 — 7*)^ , 
in 3 id. id. (1-/0% 

in n id. id. (1— /i)**^. 

Di qui ne viene che la probabilita di un socio d'ammogliarsi 

in 1 anno e 7i. 

in 2 anni e 1 — (1— Zt)*, 
in 3 id. 1 — (1-70S 



inn id. 1— (1— Zt) 



n 



Sicch^ si puo fare una tabella che dia la probabilitk che ha di 
ammogliarsi un socio celibe per ogni numero d'anni decorsi. 

Eiguardo alPeta della donna, al tempo in cui essa sposerk una 
degli associati, gioverebbe adottare V ipotesi che la differenza fra 
Teta della moglie e quella del socio marito, sia ugualo alia media 
delle diflferenze d'eta fra i soci gia aromogliati e le relative mogli. 
Se i soci gia ammogliati hanno in media f anni pin delle loro mogli, 
per ottenere for mole approssimativamente esatte pel valore della 
contribuzione al fondo di un socio celibe, avuto riguardo alia pen- 
sione-vedove ed al sussidio, si devono solo moltiplicare 1 singoli 
membri delle formole [60a] e [65] per le rispettive probability di ma- 
trimonio, ponendo invece di iwii, ^mi-f-i ecc. Im-ft Im—f+i ecc. 

Sia quindi il valore della contribuzione al fondo per un socio 
celibe di m anni, 
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avuto riguardo alia pensione-vedove . . . . fjj m,mi 
e avuto riguardo al sussidio-vedove .... ® w, mi 



Si avrk: 

6 



m f m I — 



1 \ 



+ [1 - (1 - ft)«] (ir^ + o - Jm+3) i,«-r+2 J2m-r+2 »-'"-'"+2 Tr3+ 

+ [1_(1_A)3]X 
(lm^3 — lm-¥4)lm-r+3Sm-r+3 rr-i-f-i-SW-l |. [6«] 

<S' — 

^^ my mi — 



+ [i-(i-;0«]X 



(^fn + 3 — Z«i+4) (?m-/'+3 + ?m-/'+4)»""'-'"+3U"4-| ( . 



[«■?] 



Se gli statuti-pensioni contengono la condizione cbe le mogli 
di quei soci che si sposano in un' etk maggiore di «(; = w -J- ^ > no a 
hanno alcnn diritto a pensione a sussidio, il fattore dolla proba- 
bilita di matrimonio dei rispettivi termini 

[i-(i-A)»]X 

(Im + n— lm + n—\) Zm-/'4-n-Bm-/'+n »"'"""'"+" Wn + 1 t 
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[l_(l_^)n] 
(?m + « — ^n + n-OC^m-r+n + ^m-y+n + Orw-r+n + l Un-hl, 

delle fonnole [66] e [67] resta costanto ed ugaale a[l — (1 — /»)♦*]. 
Ma se m^tVf ossia se V impiegato celibe ha gih raggiunto 

od oltrepassatocotestotermine massimo, allora lU rmmi^^ »n»mi 
diventano = 0, nulla ricevendo in questo caso la moglie. 



Nota della Direzione. — L'antoro non considora la 4^ categoria di oneri 
indicata ncl paragrafo 5, capitolo II, cioe quella delle peneioni o dei snasidi 
agli orfani. La trattazione in formole nc sarebbe molto complicata o non 
avrebbe che poca utility, sia per la mancanza di dati Btatietici i quali per- 
mottano di applicarlo, sia per Timporto tcnue di qiiesta categoria d'oneri 
rclativamente a quelli delle altre catcgorie di pensioni. 



L'antore in un terzo capitolo, che egU intitola formazione del 
bilancio, fa un*estesa applicazione delle formole da lui presentate 
sui dati offerti dalle varie society ferroviarie austriache. 

Non abbiamo crednto opportnno fame la traduzione ascendo 
dal campo della teoria, e rimandiamo airopera stessa chi bramasse 
approfondire lo studio di quest'argomento. 

Col suo lavoro Tautore presenta anche varie tavole. 

La prima contiene i valori di Z^u ?tni , oioh il numero dei vi- 
venti maschi e femmine secondo le tavole di Brune corrette da Fi- 
scher, e di am, cio6 il numero degli abili al lavoro dietro le proba- 
bility d'in validity date dal dottor Heym e la tavola di mortality di 
Brune. 

La tavola seconda da il valore attuale della rendita vitalizia 
di una lira per varie elk di un individuo maschio. 

La tavola terza offre il valore attuale della rendita vitalizia di 
una lira per le varie etk di una donna. 
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La tavola qaarta dh il valore attuale del contributo annaale 
di una lira, che deve pagare un individuo secondo Vetk, finch5 egll 
continaa ad essere abile al lavoro ed inoltre il valore attuale del 
complesso di tutti qaesti contributi. 

La tavola quinta dk il valore attuale del complesso dei paga- 
menti da farsi ad un individuo, dalFeta alia quale diventa invalido, 
per una rendita vitalizia di una lira. 

La tavola sesta h divisa in varie parti, secondo le varie dif- 
ferenze di eta che possono sussistere fra marito e moglie e dk per 
ogni caso il valore attuale del complesso dei pagamenti da farsi ad 
una vedova che gode della pensione di una lira. 

La tavola settima b divisa pure secondo le varie differenze di 
etk fra marito e moglie e dk il valore attuale del sussidio di una 
lira da assegnarsi ad una vedova. 

La tavola ottava finalmente da Testratto delle disposizioni 
degli statuti delle Casse-pensioni delle society ferroviarie austriache 
che influiscono sui calcoli del bilancio. 



E — Annali di StatisHca, 



LE B\SI TECSICHE BELLA CASSHENSIONI 

PER 6LI IMPIE6ATI DELLG SOCIETi D' iSSICURiZIONE IN VIENNA 



PER 
ROBERTO PENIi. (M 



La Cassa-pensioni per gli impicgati delle Society d'assicura- 
ziono in Vienna ha un sistema di tariflfe fondato sul sistema di de- 
j30siti liberi ed indipendenti. Diflferisce pero dalle consimili fondate 
in Italia, ad esempio dalle Casse-pensioni di Bologna, in qnanto 
che il sistema da essa adottato presnppone la conoscenza dei qno- 
zienti di raortalita e di invalidita ; cio che permette di conoscere a 
priori la pensione corrispondente ad ogni deposito. L'esposizione 
delle basi tecniche fatta dal signer Penl offre d'altronde iin utile 
osempio di applicazioni delle formole del Kaan, ed h corredata di 
tavole calcolate coi metodi piu rigorosi. 






Lo scopo di una Cassa-pensioni h triplice. Essa deve provve- 
dere al pagamento di pensioni o di sussidi: 
1° Airimpiegato invalido ; 
2° Alia vedova dopo la morte deirimpiegato ; 
3° Ai figli dopo la morte della vedova. 



(*) Die technischen Grttndlagen des Pensiona-InstiUUes filr Assecnran::- 
BeamU (Memoria pubblicata nella Rundschau der Versicheningen), herausge- 
gehen von D' H. Oestebley. Leipzig 1872. 



— 52 - 

Per raggiungere questo terzo scopo, oltre alle difficoltk tecniche 
che s'incontrano nello stato attuale della scienza delle assicurazioni 
sulla vita, non si ha una base razionale, percb^ manca ogni fonda- 
mento statistico rignardo ai fattori necessarii per stabilire i computi, 
cio^, il numero del figli da aspettarsi in ciascun matrimoniOy sta- 
bilita pel coniugl una certa etk, ed il tempo in cui questi nasce- 
ranno. 

Percio al momento della fondazione della Cassa-pensioni per 
gli impiegati delle society, d'assicurazione non potevano venir adot- 
tati nel programma della Cassa stessa che provvedimenti per gli im- 
piegati invalidi e per le loro vedove. 

Nello stabilire le condizioni della pensione e nel fissare le ta- 
riffe ci siamo attenuti alle norme pubblicate dal signor Giulio Kaan, 
ispettore delPI. R. privilegiata ferrovia dello Stato e consulente 
matematico della Societk degli impiegati, ecc, pubblicate nella sua 
opera: < Zur reform und Begrundung der Invaliden und Witwen- 
Fensionscassen » (^), e cio in conformity delle decisioni dell'adu- 
nanza degli impiegati delle societa d'assicurazione, convocata dal 
Comitato dei fondatori il 9 novembre 1870 (^). 

Secondo queste norme ciascuna contribuzione dei consociati alia 
Cassa viene considerata e calcolata come deposito indipendente : 
sopraggiuata I'invalidit^ oppure il caso di morte del consociato^ 
Tammontare della pensione vitalizia delPinvalido o della vedova 
b formato dalla somma di tutte le quote di pensione acquistate me- 
diante i fatti depositi. Questa disposizione rimuove prima di tutta 
due considerevoli svantaggi delle altre Casse-pensioni. 

In primo luogo vi h in questo mode la possibility, stabilito 
prima un dato minimo numero di consociati, di dar vita ad una 
Cassa-pensioni senza capitale di fondazione; poich5 un aumento no- 
tevole nei casi di morte o d'invalidit^ non puo produrre un'impor- 
tante riduzione nelle promesse di pensione ai soci attivi sopravvi- 
venti. 

Assicurando invece in anticipazione una determinata pensione 

(*) Vienna, presso Cablo Czebmak. 

(^) La sezione Assicnrazioni-Invalidi, deU'Unione degli Impiegati (di 
Vienna) e anche regolata secondo le norme date da Kaan; le tariffe della 
Franz- Joseph-Siiftung — {Societh mutua per soccorsi agli ufficiali invaltdif loro 
vedove e loro orfani) sono anche calcolate secondo le norme citate. 
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per date contribuzioni annue, non sarebbe offerta nessuna garanzia 
pel pagamento delle cospicue somme scadenti, nel caso di una quan- 
tity anormale di invalidi e di morti nei primi anni, se non si fosse 
stabilito per tal caso un capital e di fondazione: potrebbero quindi 
benissimo le contribuzioni annuo dei membri non solo essere assor- 
bite, ma essere insufficienti a coprire le pensioni scadenti nei primi 
anni. 

In secondo Inogo Tapplicazione delle norme sopracitate toglie 
rincomodo di determinati pagamenti a date fisse, lasciando invece 
al socio la facoltk di regolare la quota da pagarsi secondo le sae 
particolari circostanze finanziarie, e di cessarne il pagamento senza 
perdita delle gik acquistate promesse di pensione. 

Per rassicurazione-invalidi fa adottato il sistema di liquidare 
la pensione sia per invalidity constatata sia per un'et^ determinata 
non magi^iore di 65 anni. 

Le tabelle, dal signor Giulio Kaan aggiunte alia sua opera sud- 
detta, che furono adoperate per stabilire le tariffe di questa Cassa- 
pensioni, contengono: 

I singoli premi-netti, per Tassicurazione di una pensione per 
rinvalido, pagabile mensilmente e posticipatamente dal sopraggiun- 
gere dell* invalidita fino alia morte ; 

I singoli premi-netti, per I'assicurazione di una pensione vita- 
lizia alia vedova, pagabile a questa mensilmente e posticipatamente 
dalla morte delPinvalido. 

Per il calcolo di questi premi si puo ricorrere alPopera dello 
stesso autore intitolata < Die mathematische Bechnungen hei Fen- 
sions-Insiituten, ecc, Wien, 1864 (^). 

I premi proposti, per le pensioni-invalidi, sono calcolati al 5 
per cento in base alle tavole di mortalita poste in questo lavoro. 
(Vedi la tavola I). 

Com'6 noto non esiste ancora nessuna tabella d*invalidita servi- 
bile, fondata suiresperienza (^) ; comunemente viene percio adope- 



(') Yedasi la traduzione dei capitoli principali di quest'opera in questo 
stesso volume. N, d. D. 

(*} La Germauia possiede ora varie tavole d' invalidita , citiamo , ad 
esempio, quella del Behm per gli impiegati delle Societa ferroviarie te- 
desche. N, d, D, 



rata pel calcolo delle probability d'invalidita Tipotesi di Heym 
Se qucsta ipotesi possa nsarsi esattamente, se esao, possa gik ve 
chiamata una legge, ce Phanno insegnato gli studi del dottore Wi 
gand, sui rapporti d'invalidita degli impiegati ferroviari (*). 

Laformola del signor G. Kaan, secondo la quale furono calc 
late le tabelle di pensioni per invalidi, 6 




l(^ 






in cui (') 

^y^ h il premio uuico netto; 

a^ il numero dei membri attivi viventi, per Veth m secondo 
le tavole d'invalidita; 

l^ il numero dei viventi, per Teth, m secondo la tavola di 
mortality ; 

B^ la rendita vitalizia pagabile annualmente; 

r^ lo sconto. 

I valori di questa forraola per le differenti etii si trovano ri- 
uniti nella tavola II (2* colonna). 

Si trattava ora, per il calcolo della tariffa per la pensione agli 
invalidi pagabile al piti tardi ad una determinata eih (tavola 1* e 2* 
dello statu to), di stabilire il valore attuale di una rendita-invalidi, 
pagabile mensilmente e posticipatamente, che incominci al soprav- 

(*) Vedi : D' Eabl Heym, die Kvanken-und Invah'den Versicherung, Leipzig, 
1863. — D^ WiEQAND, Versicherung gegen Erwerhuns fahigkeity Halle, 1865. — 
Sim. Spitzer, Uber invalidenpensionen (Jahres bericht der Wiener Handelsa- 
kademie, v. j. 1864. 

(*) Nell'anno 1868, secondo osservazioni del dottore Wceoand su 62,853 
persoue si calcolarono secondo Tipotesi di Heym 365 casi di invalidity proba- 
bili. In realty il numero degl'invalidi ascese a, 366. — Nell'anno 1869, 73,342 
persone secondo le leggi di Heym dovevano dare 446 casi d'invalidit^ proba- 
bili. E an che allora Wiegand constato I'esattezza della detta legge, essendo il 
numero reale d' invalidi in quell' anno, 445. 

(^) Si ha anche in una forma usuale di scrittura 



^_f£±l\2i; 






x-\-\ 
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venire deirinvalidit^ al lavoro, al piti tardi per6 al 5«"*«® anno di 

vita (valore che noi chiameremo ^^* .) 

Questo valore fu ottenuto nel modo seguente : 

Supposto che nel medesimo tempo, a^ persone di una stessa et^ 
m formino un^ assicurazione di questa specie, i doveri dell' Istitato 
verso tntti questi a^ assicnrati sono formati dal valore attoflle di 
tatte le rendite pagabili ai soci divenenti invalidi nel (m -{- 1)> 
(»i-|-2), . . . ., (s — 1) ed 5*"*"* loro anno di vita fine alia loro 
morte, piii il valore attaale di tntti i pagamenti di rendita da farsi 
alia fine dellV"*"" anno ai viventi a^ soci attivi. 

II primo valore (pagamenti ai divenati invalidi) h formato 
dalla differenza tra il valore attuale del pagamenti di rendita ai 
divenuti invalidi nell' (w4- 1), (»i + 2),.., (s — 1), 5, (s+1),... 78, 
79e8imo 1qj.q anno di vita (*) ed il valore atfcuale dei pagamenti di 
rendita ai divenuti invalidi nel loro (s + 1), (5 -f- 2), ... ., 78, 
ygesimo anno ^f vita: h perci6 eguale a: 



™^^!fe-fe)'-^-'"!-;i^irt-^)'.« 



."' 



L'ultimo valore (pagamento agli a^ soci) h nn pagamento da 
farsi dopo (5 — m) anni: ct^It f wi2\f espresso percio da 

[II] 7i ^ (.X||) ««»•'= ;^ ^^' + ^'^^^'^G) a, r. . 

Paragonando il valore degli intieri pagamenti degli a^ Soci, 
ossia 

[HI] a 3. ' 

alia somma delle espressioni [1] e [II] si ha 



(*) Air 80®""*° anno di vita, secondo le tavole d'invalidit^, tutte le persone 
sono da considerarBi come incapaci al lavoro. 



- 66 — 



[IV] 






Ife- 






7 I tn m 






,tn 



+ 



+ 



^(.xiir.^'-^i(v-fe;)^.^«^'L 






m 



=3, + 



(E, + 0,45026) a, r' - 2 j (-^ - -^J ?, i?. r* 






tn 



Facciamo 5 = 65, come nelle tavole 1* e 2* dello statute del- 
ristituto-pensioni per gli impiegati d'assicurazione ; avremo allora 



[V] 



wi tn 



4937 






m . 



Secondo questa formola fa calcolata la 4* colonna, della tavola II. 

Per render possibile il paragone e far vedere come crescono 
rapidamente i premi quando si fosse stabilito che la pensione po- 
tesse incominciare ad essere pagata ad etk inferior! a 65 anni, ho 
aggiunto nella colonna 6* anche il valore di 



[VI] 



^ = ^A- -4- 



14603 



«m^ 



.w 



Nelle tavole de' premi eflfettivamente adottate per ristituto- 
pensioni e riguardanti le pensioni invalidi, fu per5 fatta ai valori 
dati dalle formole, un aumento del 10 per cento per compensare le 
deviazioni eventual! dalla legge d'invalidita di Heym. 

Questo aumento non costituisce in realtk. una elevazione di 
premi, essendo stabilito secondo la costituzione dell' Istituto (§ 22 
dello statuto) che tutti gli avanzi constatati vengano di nuovo ri- 
partiti nelle quote pensioni e scritti a conto dei soci. 

Le colonne 3*, 5* e 7* della tavola II indicano i premi di tariflfa 
pei tre predetti casi d'assicurazione per invalidi. 
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TaVOLA DI MOBTALITA DI BeUNB-FiSCHKB £ DI INVALIDITA DI KaAN 

PEE UOMINI. 



Tavola /. 












ETA 




ViVENTI 


Attivi 


ETA 


ViVENTI 


Attivi 


m 




7m 


am 


m 


Im 


«w 



25. 

26. 

27. 

28. 

23. 

80. 

31. 

32. 

33. 

34. 

36. 

36. 

37. 

38. 

39. 

40. 

41. 

42. 

43. 

44. 

45. 

46. 

47. 

48. 

49. 

50. 

51. 

58. 

53. 

54. 

55. 

56. 

57. 

58. 

50. 



100,000 
99,380 
98,744 
98,082 
97,396 
96,685 
95,950 
95,192 
94,411 
93,609 
92,776 
91,913 
91,021 
90,102 
89,156 
88,175 
87,161 
86,115 
85,039 
83,925 
82,775 
81,591 
80,368 
79,106 
77311 
76,447 
.75,040 
73,577 
72,054 
70,462 
68,799 
67,065 
65,261 
63,331 
61,423 



100,000 
99,275 
98,530 
97,765 
96,977 
96,167 
95,332 
91,472 
93,586 
92,674 
91,733 
90,762 
89,759 
88,722 
87,649 
86,538 
85,387 
84,194 
82,957 
81,674 
80,311 
78,956 
77,513 
76,004 
74,123 
72,730 
71,004 
69,145 
67,171 
65,070 
62,S2S 
60,435 
57,885 
55,159 
52,279 



60. . 

61. . 

62. . 

63. . 

64. . 

65. . 

66. . 

67. . 

68. . 

69. . 

70. . 

71. . 

72. . 
73. 

74. . 

75. . 

76. . 

77. . 

78. . 

79. . 

80. . 

81. . 
89. . 
83. . 

o4* . 

85. . 

86. . 

87. . 

88. . 

89. . 

90. . 

91. . 

92. . 

93. . 

94. . 



59,384 

57,264 

55,059 

52,769 

50,394 

47,940 

45,413 

42,820 

40,170 

37,474 

31,750 

32,015 

29,291 

26,599 

23,963 

21,406 

18,^1 

16,616 

14,419 

l->,376 

10,499 

8,793 

7,269 

5,921 

4,748 

3,743 

2,846 

2,078 

1,425 

897 

515 

268 

122 



49.211 

45,961 

42,530 

38,921 

35,152 

31,256 

27,307 

23,349 

19,455 

15,717 

12,230 

9,092 

6,390 

4,187 

2,510 

1,338 

607 

218 

50 

1 





Premio unico per la pensione d'invalidita di una lira annua. 



Tavola IL 












ETA 


La pensione-invalidi 

incomincia 

a sopravveniente 

invalidity al lavoro 


La pensione-invalidi 

incomincia 

a sopravveniente 

incapucitk al lavoro 

al piu tardi pero 
al 35*' anno ai eta 


La pensione-invalidi 

incomincia 

a sopravveniente 

invalidita 

al piii tardi pero 

al 6()** anno di eta 


m 

1 


Premio 
netto 

2 


Premio 
secondo 

la 

tariffa 

(Tabellalld 

dello 

statuto) 

3 


Premio 

netto 

^65 

4 


Premio 
secondo 

la 

tariffa 

(Tavola Ila 

dello 

statuto) 

5 


Premio 
netto 

6 


Premio 
secondo 

la 
tariffa 

7 



25. . 

26. . 

27. . 

28. . 
2St. . 

30. . 

31. . 

n, . 

33. . 

34. . 

35. . 

36. . 

37. . 

38. . 

39. . 

40. . 

41. . 

42. . 

43. . 

44. . 

45. . 

46. . 

47. . 

48. . 

49. . 

50. . 



0.733 


0.806 


0.€00 


0.990 


1.227 


1.350 


758 


83 1 


935 


1.028 


281 


409 


785 


8C3 


972 


069 


338 


472 


813 


894 


1.011 


112 


399 


519 


844 


928 


054 


159 


464 


631 


876 


964 


098 


203 


532 


686 


911 


1.001 


146 


260 


606 


766 


947 


(MS 


196 


316 


684 


852 


986 


085 


250 


375 


767 


943 


1.027 


130 


307 


438 


855 


2.041 


1.071 


178 


368 


505 


919 


144 


117 


229 


432 


573 


2 049 


254 


166 


283 


501 


651 


156 


371 


218 


340 


574 


731 


269 


496 


273 


400 


651 


816 


390 


629 


330 


463 


732 


905 


518 


770 


391 


530 


819 


2.000 


655 


921 


455 


600 


910 


101 


801 


3.081 


522 


674 


2.007 


208 


957 


252 


5<)3 


752 


111 


322 


3.123 


436 


667 


833 


219 


411 


300 


630 


742 


916 


332 


965 


487 


835 


821 


2.003 


452 


697 


687 


4.056 


903 


093 


579 


837 


901 


292 


988 


187 


713 


984 


4.131 


544 


2.075 


282 


853 


3.138 


377 


814 
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PrEMIO UNICO PRB la PENSIONB D'INVALIDITA di una LISA ANNUA. 



Segue Tavola IT, 



ETA 


La pensione-invalidi 

incomincia 

a sopravveniente 

invalidity al lavoro 


La pensione-invalidi 

incomincia 

a sopravveniento 

incapacity al lavoro 

al piu tardi pero 
al 65^ anno di eik 


La pensione-invalidi 

incomincia 

a sopravveniente 

invalidita 

al piu tardi pero 

al dO*^ anno di etit 


m 


Premio 


Premio 

secondo 


Premio 


Premio 
secondo 


Premio 


Premi o 




netto 


la 

tariffa 

(Tabellall& 

dello 

statuto) 


netto 
m 


la 

tariffa 

(Tavola Ila 

dello 

statuto) 


netto 
^60 


secondo 

la 
tariffa 


1 1 2 


3 


A 5 


6 


7 


51. . . . 


165 


381 


3.002 


302 


641 


5.105 


52. . . . 


2.256 


2.482 


3.158 


3.374 


4.926 


5.418 


53. . . . 


349 


584 


321 


657 


5.235 


758 


o4. • . . 


443 


687 


501 


851 


572 


6.129 


65 


532 


785 


6.S0 


4.018 


926 


519 


56. . . . 


. 633 


8C6 


8S9 


278 






57. . . . 


728 


3.001 


4.104 


515 






68. . . . 


822 


101 


338 


772 






69. . . . 


9U 


205 


594 


5.053 






60. . . . 


3.003 


303 


877 


364 






61. . . . 


088 


396 








• • • • • 

• 


62 


168 


4S5 










63,... 


246 


571 










64. . . . 


316 


648 










65. . . . 


382 


720 










66. . . . 


443 


787 










67. . . . 


483 


831 










68. . . . 


536 


888 










69. . . . 


566 


923 










70. . . , 


596 


^6 











DI UN METODO 

PER CALCOLARE LA MORTALITY DI UNA POPOLAZIONE 

BI GUI SUNO NOTI 
IL KUMERO DS6LI iBITillTI CLASSIFICATI PER ETA, QUELLO DELLl MORTI 

E I MOYIMENTI DI EMIGRAZIONE. 



H problema della mortality, quando si voglia tener conto della 
emigrazione, si fa cosi couiplesso, che non se ne hanno ancora solu- 
zioni semplici e sicure. 

II D' G. KSrSsi, direttore deirufficio di statistica municipale 
di Budapest) pubblicavanel 1874 uno studio su tale questione (^). II 
IK Dienger professore nel politecnico di Karlsruhe, in una memoria 
uscita pochi mesi dopo nella Bivista delle assicurazioni che si pub- 
blica in Lipsia dal D' Oesterley, poneva le basi di una soluzione 
rigorosa del problema. 

Poich^ in Italia si hanno da alcuni anni notizie regolari e con- 
tinue sulla emigrazione, diviene possibile rapplicazione del metodi 
di calcolo della mortalitki colle notizie dei nati^ dei morti e degli 
emigrati. II problema h quindi di attualitk, ed h specialmente a 
questo titolo che stimiamo utile di presentarne qui la trattazione 
fattane dal D' Dienger. 



(*) Welche Gmndlagen hat die Statistih zu beschaffen, urn wichtige Mov 
iaUtOiS'tabeaen zu gewinnen — von J. KoRosi, Berlin, 1874. — Verlag des Kon. 
stat. Bnreaa's. 
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Calcolo delle tavole dl mortality in Iiase ad ossenailoDi iniiTMnali (m. 

PEL D' J. BlENQEB ("). 



I. La Commissione permanente del Congresso internazionale 
statistico aveva dato incarico al dirottore della statistica delPImpero 
germanico signer Becker, ed al signer K5r5si, direttore delPuflicio 
di statistica di Budapest, di presentare due memorie preparatorie 
sopra la questione: < Quali dati debba fornire la statistica perchd 
se ne possano dedurre buone tavole di mortalitk. » Le due memorie 
furono pubblicate negli Atti della Commissione suddetta, riunitasi 
a Stocolma nel 1874. 

I due autori hanno cercato, ciascuno dal proprio punto di vista, 
di sciogliere questa questione tanto importante anche per le assicu- 
razioni suUa vita. 

Non h mia intenzione di fare qui una relazione od una critica 
delVuno o dell'altro di questi scritti ; mi limiter6 solamente a fare 
qualche cenno del secondo per correggere una proposta che esse 
contiene. 

In ambidue gli scritti si tratta essenzialmente di utilizzare i 
. censimenti della popolazione, per dedurre i rapporti di mortality di 
intere popolazioni (p. e. di una citt^, di una provincia, di un paese). 
A questo rigaardo il Korosi ritiene di massima importanza che si 
abbia da considerare solamente ]a popolazione stabile (sesshafi)^ 
composta, com'egli dice, di quelle persone che restano almeno tre 
anni nello stesso luogo. II procedimento suggerito dal KorSsi non si 
dovrebbe dunque applicare al gruppo delle persone le quali hanno 
emigrate e sono ritornate in patria nel periodo delPosservazione. 

II. Le proposte di K5r5si sono, in sostanza, le seguenti: 



(*) L* antore intende per osset'vazioni individuali, quelle fatte sopra 
schede nominali. 

(') y. la Rundschau der Versicherungen di Ma.sius, anno 1874» edita era 
dal Jy H. Oestebley a Lipsia. 
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Kel censimento generale della popolazione dovrebbero essere 
indicate le siugole persone per nome, cognome (per le donne mari- 
taie vedove anche il cognome del padre), sesso, anno e luogo di 
uascita, professione, religione e durata dolla dimora nel luogo. Si 
dovrebbe inoltie domandare il giorno della nascita, come ricbiedono 
le societk d^assicurazione ai loro inscritti. Airufficio di statistica si 
darebbe avviso di ogni caso di morte che avvenisse fino al prossimo 
censimento, come pure sarebbero date notizie precise a fine di rico- 
noscere I'identitk della persona e si indicherebbe il giorno della 
morte. 

Per ciascuna delle persone registrate nel primo censimento (si 
potrebbe anche tener calcolo degli assenti momentaneamente) si fa- 
rebbe nna scbeda contenente le snddette qualifiche della persona. 
I^ino al prossimo censimento si registrerebbe nella relativa scheda 
ciascun caso di morte annunziato. Si terrebbe conto Bolamente delle 
morti che avvengono fra le persone iscritte nominativamente nolle 
liste del primo censimento; si escluderebbero dal calcolo le morti 
che si verificassero fra i nati o fra gli immigrati dopo il primo cen- 
simento. 

Al secondo censimento, si agirebbe esattamente come pel primo 
e si farebbero le relative schede. Quindi si ricercherebbe quante fra 
le persone comprese nel primo censimento siano presenti anche al 
secondo; quelle che mancassero airappello dovrebbero ritenersi 
come morte od emigrate. II numero dei morti essendo cognito, si 
verrebbe a conoscere il numero degli emigrati. 

Come si vede non si tiene qui conto degli immigrati nel periodo 
che trascorse tra il V e il 2° censimento^ ed i nati nelFintervallo 
devono considerarsi pure come immigrati, e non sono nemmeno cal- 
colati i casi di morte avvenuti tra loro, e le persone che n^l periodo 
statistico, emigrarono e ritornarono in patria sono considerate come 
stabili, non si tiene cio5 conto della loro assenza temporanea. 

Con queste disposizioni crede il signor KSrosi di aver prepa- 
rato tutto quanto sia necessario alia formazione delle tavole di 
mortalitk. 

III. Siano ora presenti al primo censimento A persone coetanee; 
di queste ne siano morte tra ii 1* ed il 2** censimento un numero T, 
e in quest'ultimo censimento se ne trovino B presenti. Natural- 
mente gli emigrati sono rappresentati dal numero A — T — B. 
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Kor5si in base a queste premesse conchiade che si debba ritenere : 
che su JB-\'T persone coetanee ne siano morte nel periodo fra Vuno 
e Valtro censimento T; e con ci6 natnralmente verrebbe ad esser 
cognito tntto il resto. A prima vista cio sembra esatto ; ma non 
h cosl. £ si puo convincersi meglio della cosa se si considera nn 
caso estremo; se si fa cio6 B = 0. Gib significa che delle A persone, 
al secondo censimento nessuna h presente. Tutte sono morte od 
emigrate neirintervallo. Ora se T=^ si deduce che non vi fu 
emigrazione; in caso diverso vi fn emigrazione. Secondo la regola 
del K5rosi in ambedue i casi si dovrebbe dire : se sopra T (uguale 
rainore di A) sono morte T persone, la probabilith, di morte 6 
Tunitk. Ci6 ^ vero nel primo caso, quando T sark ugnale ad^; 
ma per T <^ A, cio 6 inesatto. 

Scopo del presente scritto 6 di trovare la piobabilitk di morte, 
colla maggiore approssimazione, dai dati cosl raccolti. 

Le disposizioni proposte dal Korosi vengono da me considerate 
come opportune, e tali che non potrebbero essere migliori nelle con- 
dizioni attuali. 

IV. L'errore della conclusioue a cui giunge il K5r6si, indicata 
al paragrafo precedente, consiste in ci6, che si attribuiscono tutti i 
morti jTalla popolazione stabile, il che 6 contrario alia realta. Noi 
scomporremo quindi il nuraero A (delle persone coetanee) in due 
parti, che chiameremo x ed y, delle quali x indica la popolazione 
stabile, ed y la popolazione iluttuante. 

Per meglio intuire la cosa, si puo immaginare che delle A per- 
sone, y siano destinate alia emigrazione. In realty pero non tutte 
queste y persone emigreranno, perch6 alcune di esse moriranno 
prima di farlo. Si avra dunque 

x + y^A. 

Delle X pei'sone (quelle di stabile dimora) un numero u morirk 
prima di un nuovo censimento; delle y invece destinate all' emi- 
grazione ne morira nello stesso tempo un numero v. Si potrk. 
quindi stabilire con grande probability Tequazione 

u V 

x~ y' 
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Non si vede alcan rootivo cfae faccia rigettare quest* egna- 
glianza(^). I morti (u) della prima parte, sono, in ogni caso, tra i 
morti coDstatati T. Non b cosi per qnelli (t;) della seeonda. Una parte 
di questi nltimi si trova tra i morti constatati nel paese; Taltra com- 
prende qtielli morti alPestero. II rapporto di queste due parti di v non 
si puo dednrre esattamente dai dati del censimento. Noi dobbiamo 
quindi supporre che le emigrazioni siano avvenute con moto uniforme 
neirintcrvallo fra i due censimenti, e quindi sia da assumersi fra i T 
morti anche la metk dei casi di morte avvenuti fra le ^ persone desti- 
nate alPemigrazione. Allora si avrebb^: 

UH-— t; = T. 

Come s^^ detto, sta in questo assunto Punico punto debole del pre* 
sente metodo. 

Conseguentemente, delle y persone destinate airemigrazione, 

sono realmente emigrate y — -^r v. Essendo morte T persone, ne 

rimasero al momento del 2* censimento: 

ossia : 

A-T-p + ^v. 

Si ayrk quindi : 



(') In generale le y persone destinate airemigrftzione apparterranno aUa 
classe pii^ indigente della popolazione, e quindi saranno soggette, con molta pro* 
babilitib, ad una maggiore mortalita. Si potrebbe aU'equazione proposta dare la 
forma piu generale 

u V 

— z= ct — 

X y 

doTO 0C sarebbe on coefficiente minore deirnnit^. 

£ — AnnaXi di Statiatica, 5 



- 66 - 

Quest* eqnazione h evidentcmente una giusta dednzione della sap- 
posizione fatta. 

Y. Per la determinazione delle quattro incognite x, y, v, u si 
hanno le quattro equazioni : 

^ 2 [1] 

x-^-y^A ; uy = vx; 

Dalle tre prime equazioni si ricava: 
y=A-T^B + jv; u^T^ -^ t;; x=T-^B-\v^ [«] 

Sostituendo questi valori nella quarta equaziobe si viene a detor- 
minare v\ 

In quest' equazione si vede che A — T—B (come appare pure 
dal IP paragrafo) nov h mai negativo. Eisolvendola ai ha: 



t? = J. + -B+W(^ + -Bf-4!r(^-T--B); 

e siccome evidentemente si ha «; <^ ^ -[" ^> ^^^ V^'^ solo valere il 
segno negativo. Mettiamo 



1 , - . ^. 1 



5 = -2-(^ + -B)- 2'^(^+-^)^-4!r(ii-T-^); [3] 
Allora noi troviamo per le quattro incognite i seguenti valori: 

Essendo nella [3] la radice quadrata da prendersi solo col suo va- 
lore positivo, le equazioni [4] risolvono pienamente il problema dato. 
Ciascuna delle dae frazioni 

- oppure -, [5] 

se in essa si sostitaiscono i trovati valori, da la cercata probabilita di 
morte. 
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VI. Per meglio provare Vesattezza del nameri trovati si osserviuo 
i due segnenti casi particolari : 

1* Delle A persone nessana emigr6. Naturalmente allora si ha 
B = A — T, e quindi 

b = \{A+B)^^>^(^A+Bf=\{A+B)-\{A + B) = (^. 

•e quindi: 

t; = 0; y = 0; ti = T; x^^T+B. 

Delle due frazioni [5] la seconda h indefinita, la prima da: 



T+B~ A' 

•come si vede al paragrafo Iir. 

2"* Delle A persone, nessuna piti esiste al secondo censimento. E 
<cio^ J? = 0: ne viene quindi 

h=:~A-'-^\/Ac -4tT{A'-T)-=-2^-2^(A-'2Tf=- 

v = 2 J, y^=A, w = 0, a? = 0. 

Delle due frazioni [5] la prima h inservibilo e la seconda dk: 

2T 

e qaiadi il doppio di cio cbe s*^ ottenuto nel primo case. 

VII. Si vede anche facilmente che il valore delle frazioni [5] stark 
sempre tra 

T 2T 
A^ A 



O Tedi nota deU'autore in fine. 

N. d. D. 
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poich^ 

z~T-^B-b "^^J 

II valore di B puo andare da fino ad J. — T. Se si differenzia 
^ rispetto a £ si ha 

db 1 I A + B + 2T 



dB~ 2 2 



\/ {A + Bf - ^T (A-^ T - B) 



esiccome(ii + ^ + 2r)^>(^ + ^)^ — 4T(J-T— ^), la se- 
conda frazione h maggiore di -^, e quindi il quoziente differenziale 

continaamente negativo. Conseguentemente b decresce col crescere di 
B, e diminuisce continaamente da T a 0, se jS cresce da fino 
ad ^ — T. 

Consideriamo ora la frazione [6] e differenziamola rispetto a b ; 
nci otteniamo: 

^(-j) ^(^T + B^b) + T'-b _ -B 

db ~ {T+B-lf ~(T+B'-bf* 

cioh il quoziente differenziale b negativo o conseguentemente cresce la 
frazione col continuo diminuire di b, Essa raggiunge quindi i suoi 
estremi valori per gli estremi valori di 6 . E siccome questi estremi va- 
lori sono T e , i dati limiti sono realmente esatti (il primo h il mi- 
nore, il secondo b il maggiore). 

Con questo sarebbe interamente risolto il problema proposto. lo 
voglio per5 aggiungere ancora una considerazione che serve a giusti- 
ficare le suppoeizioni fatte nel IV° paragrafo. 

YIII. Siano ^ persone della stessa eih, delle quali durante I'unit^ 
di tempo ne muore uniformemente un certo numero, in modfo che si 
riducano a P. Si deve trovare il coefficiente di mortaliid. 

Per coefficiente di mortalita s'intende un numero a, tale che di K 
persone della medesima etk nel tempo infinitesimo dt, ne muoiano 
Kadt. 

Si& ora espresso da ?/ il numero delle persone ancor viventi 
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(delle N) al tempo t. In un tempo df ne moriranno aydt, ne restano 
qaindi in vita: y — aydt. Ma siccome al tempo t -{- dt il nnmero 

delle persone viventi h pure y + -^ dt%\ ha: 

in coi C7 5 una costante. E siccome per f = : ^ = JV e per 
i = 1 : y = P, si ha 



P^Ne"^; a=^log.n\^Y 



•con che resta risolto il problema. Per approssimazione k: 

IX. Sia un numero N di porsone coetanee, il cni coeflBciente uni- 
forme di mortality sia a . Di questo numero N, una parte emigra e 
questa emigrazione sia fatta in modo che in tempi uguali, emigrino 
uguali quantity di persone. A causa di merti e d^emigrazioni questo 
numero N di persone sia col tempo ridotto a . 

Se y conserva lo stesso significato che nel paragraifo precedente 
si ha (indicando con p il numero d'emigrati neirunitk di tempo): 

^dt=-^aydt-pdt,y=Ce-''^ — ^. 
Per t = Qf sara yr=zN\ per ^==1:^==0 quindi: 

' a ' 
= (if+f)e <^-^Aor.i,p=——^^-^--. 



(') Se si considera un piccolo spazio di tempo - gioino, mese - come unita 
4i tempo, allora si potrebbe ancora asare qneata formula approssimatiVa ; 
inveee per unita maggiori si dovrebbe tener conto» secondo la grandezza della 

P 

medesima, anche della 2^, 3* . . . n^ potenza di 1 rr . 

JS 

N. d. D. 



- 70 — 

I morti jael iempo dt sono aydt\ quindi maoiono in tutto: 

Se la popolazione fosse solo soggetta alia mortality, essa alia fine 
'del tempo 1 si ridurrebbe a Ne^^j e J^(l — e ""*) sarebbe il numero 
del morti. 

II namero jyi ~ 1 esprime dunque quello dei morti consla- 

tati in paese tra le persofie che vi sono rimaste, e 



e" 



indica il nnmero delle persone morte realtnente. II rappoirto fra essi ht 

I _ a \ e" ^ (e" — g — 1)6° 
\ e«_i/e«_i~ (e«-l)« ' 

Approssimativamente questo valore h: 

(•4+-f ^ •'(•+!+■■•)' 

Sta in cio la giustificazione della snpposizione fatta nel lY® pa- 
ragrafo. 

X. Bisogna poi osservare che il procedimenlo svolto nei paragrafi 
dal V* al V° si presta alia formazione di tavole di mortality ricavate 
dalle liste delle societa d'assicurazione, potondo per qneste farsi an- 
nualmente la statistica. 

XI. Nei paragrafi precedenti fii solo risolto il problema di doter- 
minare la mortality per tutta la durata del periodo tra nn censimento 
e Taltro. Se invece delle liste date dai censimenti venissero adoperati 
i dati delle assicurazioni, basterebbe pienamente la solazione indicata, 
perch^ allora il periodo accennato dnrerebbe solo un anno. La cosa 



— 71 — 

per5 si presents diyersamente se si vogliono utilizzare i dati di censi- 
menti effettuati a maggiori iatervalli di tempo Tuno dalPaltro. Si 
deyono prima raccogliere le notisie richieste nel primo paragrafo e si 
deve specialmente tener conto della data di ciascan caso di morte fra 
le A persone, in modo che si sappia quante di queste A persone ne 
morirono nel primo anno, quante nel secondo, ecc. fino airanno in cui 
si fa on naovp censimento. Traltasi ora di determinare la mortality 
per ogni anno deirinteryallo di due censimenti (o plii esattamente la 
probability di morte, come risnlta da queste osseryazioni). 

Per sciogliere questo problema con generality, supponiamo cbe 
il primo censimento disti n anni dal censimento seguente, e si sap- 
pia cbe delle A persone present! al primo censimento, 1 morti nel 
primo, secondo, .... n*****"® anno del periodo statistioo sono: Tj ; 
2^2 .... ; T^. Si pu5 risolyere la quistione impiegando la supposi- 
zione fatta al IV* paragrafo. 

XII. Le lettere A^ JB^ x^ y abbiano lo stesso significato cbe nel 
primo paragrafo. Delle x persone, ne sieno nel primo, secondo .... 
. . . n*****^ anno , morte un namero ti^ ; u^ ;....: t<^ . Delle y ne 
mnoiano (in totale) nello stesso tempo: t;^ ; t;^ ; • . . . t;,^ (numeri che 
realmente non si possono constatare). 

Secondo ci5 cbe s*5 detto prima, si ba ora : 



Supponiamo cbe delle A persone, P sieno realmente emigrate 

(P naturalmente sark un'incognita), e supponiamo ancora cbe si abbia 

p 

per ogni singolo anno un numero — di emigrati. Si ayranno allora 

le segaenti eqaazioni : ° 



«, »i Mg »g 






«3 ^3 



X— U.—U, 1 iP' 
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''n 

X — til •"" Wo ""^ . • • . "■" tij- 1 



n 



— r ^ r"n? • • • [®^ 



n 



che SI deducono osseryando che delle x perscne, al principio del 
secondo, terzo .... w****"^ anno ne vivono ancora : 

a? — W| ; a? — M| — i«g ; . . . . ; a? — m^ — . . . . — u^^i ; 

e delle ^ inveco: 

1 P 1 2P 



1 . . , , (n-l)i> 



9 

n 



perch^ si devono sottrarre i morti constaiati e i casi d^emigrazione 
accertati. 

II numero y h esaurito alia fine dell' n^*^^° anno ; i restanti B 
derivano quindi solamente da a; . Ed infatti 

ic — w^ — «2 — — w^ = J?; 

a cui si aggiunge Teguaglianza : 

x + y = A [to] 

II numero delle equazioni [7] a [10] risulta: 

w + n + 2 + l=2n4-3, 
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-e il numero delle incognite h pure lo stesso : 

(X,y, P,U^ » ««n'^l» y^n)' 

La prima, seconda, . . . , w^***"* equazione del sistema [8] danuo 
le probability di morte cercate pel primp, secondo, . . . . , w^***"^ anno. 
XIII. Si tratta ora della determinazione delle incognite. 
Prima di tutto le [9] danno: 

P = y--^(v^ + v^+ +vj; ^^^-j 

x = B + u^+u^ + +w^. 

Cosi la [7] e la [10] 

1 1 1 H*«] 

««1 =2^1 - -2 ^l5 «*2 = ^2 - -2 ^25 • • • ; ^n = ^n- "2 ^^ '» 

quindi : 

a? — Wj = J5 -|- Wg -|- . . . . -[- w^ = 

=s+T, + + r^ _-^- („^ + + «j, 

« — «i — Mg = 5 + M3+ . . . .+«^ = 

= -B + r3+ + T„-i-(t>3 + +VJ, 



« = B + r, + .... + 2; - -i (t;, + .... + »„). 
Se si considera poi che 
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dalle [8] si ricava : 

(2'i-i«'i)j^--»-(2'i + - + TJ+-^(«;, + ... + t>jj= 
= «i j 5 + T, + .... + r„- -| (», + .... + t;^)j , 



Di queste equazioni, rultima contiene solo v^ , la penultima v e 
^n— 1» ®^^*» siccli6 si puo determinare semplicemente t?^ , potendosi 
facilmente decidere riguardo al segno delle radici dell*equazione qua- 
dratica. La precedente equazione, nella quale si pa5 sostitaire v , da 
subito t?^_i e cosi di seguito. 

Quando tiitti i v sono determinati , lo [12J e [13] danno gli u ed 
y, mentre P si ha dalla [13] ed x dalla [I I], oppure dalPequazione 
data pill tardi a quest* uopo. 

Le frazioni che formano i due membri della prima, seconda, ecc. 
equazionu [8] , danno come gia s'6 detto le cercate probabilita. 

La soluzione completa della [14] in formole sarebbe inutile, es- 
sendo evidentemente piii conform e alio scopo indicare il sistema. 

XIV. Pel caso particolare di un periodo statistico durante due 
anni si ha: 
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in cni ^ e ^ hanno lo stesso significato di prima e Tj e Tg sono i 
morti constatati nel primo e secondo anno. Le frazioni 

Wj Vj ^2 ^^2 



danno le probabilita cercate. 

XV, Per period! statistic! di tre anni di durata si avrebbe: 

P=A-B-{T, + T, + T^); 

(2'2-|t>,)||p+-J-(r, + t;3)| = 
= f2J-B + 2'2 + 2'3- -2 ("2 + ^3)1' 

(2*3 - ^ ^s) (I -P + i ^'3) = "3 (^ + 2'3 - 1 %) i 

f«i = 2'i--2 «,; «2 = 2'2- 2-»2; «3 = 2*3 - -2 ''a; 

1 

a; = 5 + T, + rg + r3--^(t>i + «2 + t;3); 



I 
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da cui le tro frazioni 

1 

-^2 ^ 2 ^2 ^2 



5 + Tg + 1-3 - ^ (i;^ + rg) |p + -i(«g + t,3) 

2^ - 2 "3 *'3 



che diinno le tre cercate probabilita di morte. • 

XVI. Nel caso particolare del XllP paragrafo in cui era P=0, 

ossia non si era verificata emigrazione, si avevano tutti i v egnali a 

ed y = . 

Eiguardo a cio devesi osservare che neirultima equazione [14], 

che scriveremo adesso cosi : 



od ancora 






non si deve rigettare il fattore v^ perch^ egli dk Tesatta soluzione. 

E con ci5 h pienamente risolto il problema propostoci, sempre 
riservando Tesame ulteriore che si dovessrt fare riguardo alia ipotesi di 
una emigrazione uniforme. 

Supplemento al paragrafo Yl"*. 

S'5 fatto un piccolo errore nella formola citata. Nel paragrafo VI*, 
articolo 2**, si h considetato il caso in cui J9 = e venne trovato come 
probability di morte il rapporto 

2T 

A ' 
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Ci6 ^ solo esatto fincb^ 2T<^A, L'errore commesso verrk spie- 
gato conici6 che segae. 

Nella formola [3] a pagina 6 la quantity 



^ V/(^ + J5)- - 4T(-4 — T - ^) 



deve avere un vdorepositivo^ che si deve poi sottrarre da -^ {A-{-B), 
Nel caso particolare indicate, la saddetta qaantita h ugoale a 



^S/\A--2Tf. 



E siccome questa dev'essere positiva essa sark solo uguale a 

^(A'-2T) se A>2T. 

Nel caso che J.<[2Tsi dovrk mettere «" {2T—A), come si pu^- 
yeder facihnente perch^ : 

\/(A'^2Tf = S/(2T''Af 
Ora^: 



5 = 4^ A--^{2T-A) = A^T; v = 2A-^2T; 



6 conseguentemente 

V ^ 2A-'2T 
~y~2A'-2T 



= 1 



ciod nel caso di 2 T^ A la probabilita di morte h sempre = 1 , como^^ 
si poteva prevedere per la natura della cosa. 
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Elaborasioie lei dati telle societi I'assicnmione per la fomajione 

delle tarole dl lortalM 

PEL D' J. DiENQEB DI EaBLSBUHE (^). 

I. Nella memoria precedente io ho cercato di far vedere come si 
possa utilizzare per la formazione di tavole di mortalitk, il materiale 
che si ricava dai censimenti, ordinato, ben inteso, secondo le disposi- 
zioni indicate. 

Chiamando con A, T^ B determinati numeri di persone coetanee 

presi tra un censimento ed il seguente, dalPequazione [1] si ricayavano 

le frazioni 

u V 

'— oppure — 

che davano i rapporti di mortality cercati. 

Gill nella conclusione del paragrafo X^ io bo osservato che il pro- 
cedimento indicate s*adatta in particolar modo airimpiego dei dati 
che possono venir forniti facilmente dalle societk d^assicurazione. Ora 
io YOglio parlare piu lungamente su tale questione. 

II. In una societk d*assicnrazione si presrenti il caso, che di A per- 
sone della stessa etk a, assicuratesi al principio delPanno, nel corso di 
esso, T siano morte ed E si ritirino, sicch^ alia fine dell* anno, di 
quelle A persone siano ancora assicurate : 

A-T-E=B [t] 

persone. 

Le lettere A, T, B abbiano Io stesso significato che nella me- 
moria antecedente. 

Ora suppongasi che la societa in questione duri gia da molti anni, 
sicchd le sia possibile di ricavare dai suoi dati il valore di A, di T^ 
di B per una serie d'anni successivi, e sieno questi valori: 



{}) Tedi la Bundschau der Versicherungen di Masius edita ora dai D' Oesierley 
- 1875, Lipsia. 
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esiasempre: 

Si osservi che tatti gli n grappi [2] si riferiscono a persone della 
stessa eta. II preparare poi quest! n grappi [2] h, come g\h. s*d detto 
in principio, cosa molto facile. 

Le lettere 

A^, T^,B^,E^ [3] 

si riferiscono ad nn dato anno (per tntte le persone di una stessa eik a 
che si trovano assicurate in que]l*anno). Le stesse lettere con un altro 
indice, possono riferirsi ad nn altro anno, sompre pero per quelle per- 
sone della stessa etk a, che in quest'altro anno si trovano assicurate. 

Facciamo ora le seguenti considerazioni sulla trasformazione di 
qnesti valori. 

III. Se si determinano v^, y^, ti^ , x^ nelle equazioni , 

^r = 26r, y^ = ^^-T^ + &r--»r' ^'r = ^V - ^ , 

X,=^T^+B^-^\ [41] 



incni 



1 , . . ^ . 1 ./ 



le frazioni 

- oppure - [5] 

ngnali fra di loro esprimono il rapporto di mortalita, come si ma- 
nifesta fra le persone della stessa et^ a in quelPanno a cui si rife- 
riscono le lettere [3]. Qui h importante osservare che se le [5] devono 
dare esatti valori, h necessario che il numero x^ {A^) sia abbastanza 
grande. , 

Per la formazione di una tavola di mortality non si dovrli certo 
accontentarsi dei risultati di un solo anno. Le condizioni comuni di 
mortality, come si manifestano nei rapporti generali deirnmana so- 



-so- 
ciety (principalmente in quella parte di essa, che deve serrire alia for- 
mazione della tavola), possono rimanere presso a poco costanti per 
una serie di anni, ed i risultati, ossia la tavola, devono avere valore 
per an periodo di tempo ancor maggiore. Uniremo quindi ora i nu- 
meri [2], e questo complesso lo si considererk come proveniente dalle 
osservazioni di nn solo anno. 
Se si ha 

^1+^+ +4„ = ^;2\+T,+ + T^=T; 

■B,+-B2+ +-B„=-B [«] 

si potra dire: di A persone della stessa et^ a, cbe erano present! in 
principio delPanno, morirono durante il corso di esso, T e restarona 
ancora B. 

Se si vuole ora avere il rapporto di mortality per una persona di 
a anni, in seguito alle osservazioni fatte dalla detta societk, non 
si ha che ad applicare subito la formola [4] a pag. 6, e quindi dalla. 
[5] pag. 6 dedurre quel rapporto. Le J., T, .B colk indicate equival- 
gono ad A, T, B della nostra [6], 

IV. i] facile lo scorgere che il rapporto di mortalita 

-x [*! 

non si pn5 derivare dai singoli 

-, -, ~ [81 

Basta a ci6 una semplice considerazione delle formole relative* 
Qui la [7] h naturalmente il valore, che si ottiene coirimpiego della 
formola [4] a pag. 6 come iu gik indicato nel paragrafo IIP. 

Solo nel caso che le frazioni [8] fossero eguali fra di loro, il rap- 
porto [7] coinciderebbe con esse. 

Y. Ma le osservazioni di una unica societa, anche se essa esista 
da lungo tempo, non si possono considerare come sufficients Si dove 
far in modo che tutte o parte di quelle societk che fanno affari in un 
dato paese, per esempio in Germania, mettano in comune le loro os- 
servazioni. 
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Se vengono quindi da tutte le societi comunicate in ciascun anno 
k q«iititit& [3], nell'equazioQe [6], non ai formeranno allora le quantitii 
A., X B solamente coi dati di ana unica society, ma con quelli di 
tiitte inaieme, Qaitidi A sari la somraa di tntte le quantita A^ , for- 
nite dalle osaervazioni delle societH per i singoH anni della loro darata. 

Allora la frazione 

X T-b \ 



dove h= ^{A + B)- ^'^ (A + B)' - 4: T {A — T — B)\ 

esprimera il rapporto di mortalita di una persona di eta a, come !o si 
rieaTa diiile predette oasei-vazioni riunite. 

FinchS non si potranno avere osservazioni pii nnmerose, questo h 
'1 Talore da poire nelle tavole di mortalita, e il rapporto di soprav-" 
"^eoKa alia medesima etk 6 : 



r-6 



B 



Con cio viene riaolto il problems, proposto. % poi quasi inutile 
^*ccomandare il perfezionamento del raateriale originale, ossia dei 
*W [3], per ulteriori ricerche. 





STUDIO COMPARATIVO 



ALCUNH FORIOLE PBOPOSTK M Ik DKTEilllNAmM DEILI lOBT&LiTA 

XEL CA80 DI EMIGRAZIONE. 



Memorla ^ell'Inge^uere G. B. Fatebo. 



Introduzlone. 

Pra i probJemi di cui si occupa la statistica matematica vi b 
qttello di determinare la mortalita nel caso cheun uuraero di per- 
*>i»e della stessa eta vada success ivamente alterandosi non solo per 
'b iBorti che avveugono, nm anche per emigrazione di alcuni indi- 
"^ui od immigrazione di nuovi. 

Di questo probletoa si occuparono il Heym ('), il Wittstein (*), 
1<» Zeuner (=), il Dienger (% ed anche il KQrosi {% il Becker (•), il 
"^"win ('), e varje formole pifi o meno seraplici furono proposte per 
■^^ieolare la cercata mortalita. 

(') Matiim. Ruudaehaii der Veraleheniiigen, Bd. Ill (1853), pag. 335. 
(') Grunerfa Archlv der lintlieinaiik uud rhutik, Theil XXSIX, p. 67 - ed 
^^Che ueH'opnacolo: MalhitHatiache Slalislik unddtren Amcendung aufXalioHol- 
"^eanimie mid VerfitheruHffs-Wieeen&chafl ron Theodor WiTTflTEis. Hancover, 
l-S6T.p»g. Ifi. 

AbhandluHgtn aimder Matheinaliselifi SlaligHk, eon D.r Guslae ZEn:iEtt. 
Leipzig, 1869, pag. 97 e geee- 

(•) Masias. RHudschau der VeraicherunseH, Bd. XXIV (187i), pag. 4*9. - 
Qneeto Isroro del DrKNdBK fa poi riatampato can dalle aggiunte neH'opuacolo : 
Hillheilunyen ilber iiidhiduale MorlalUSU-Beobachtttngen von Joseph 'E'dt.bai. 
Budapest, 1876, pag. 13. 

I') Congria inlernalhnal de ataliatique i Biidapeil, Programme. BodtpMt, 
lS7fl, pag. 106 B Begg. 

(*) Dettii, pag. 221 e 263. 
(^) Ditto, pag. 315 e 360. 



4 
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Scopo della presente Memoria si 6 di presentare an esame com* 
parativo delle principali formole proposte o raccomandate dagU 
autori sopra citati, e di indicarne qualche altra che pure potrebb& 
servire alia soluzione del problema. 

Le formole farono esaminate tan to sotto Taspetto del concetta 
scientifico a cui esse si appoggiano, quanto sotto quello della mag- 
giore minore facility pratica di adoperarle. 

Lo Zeuner nel suo pregiato lavoro su questo argomento svi- 
luppa alcune formole generali, dalle quali deduce come casi parti- 
colari le formole per altra via trovate da Heym o da Wittstein, e 
deduce pure, in base ad una sua nuova ipotesi, un*altra formola. 
che egli propone. 

Questo modo tenuto dallo Zeuner ha ii grande vantaggio di 
considerare ]a questione sotto ua punto di vista generale, ed 6 percio 
che si d creduto di seguirlo pure in questo scritto, sviluppando^ 
prima alcune formole generali dietro un processo diverse da quello 
seguito dallo Zeuner, e discendendo poscia ai casi particolari. 

Le formole generali qui esposte si sarebbero potute stabilire 
direttamente ; ma si h creduto non inutile di ottenerle invece gene* 
ralizzando un case particolare ; e cio si h fatto sia per comprendere- 
anche i casi in cui Temigrazione si fa in modo discontinue, sia anch& 
per mostrare la connessione che le formole hanno colla forma piu 
semplice sotto la quale puo presentarsi la questione. 

Nel presente scritto la materia sark svolta nell^ordine se* 
guente : 

Si svilupperanno le formole generali relative al case che Temi* 
grazione abbia luogo in modo discontinue ; e da queste si passerk- 
alle formole generali relative al case che Temigrazione si faccia in 
modo continue. 

Dalle formole generali si dedurranno, come casi particolari^ 
varie formole speciali, tanto relative al caso di emigrazione discon* 
tinua, che di emigrazione continua; riproducendo cosi non solo 
le formole proposte dagli autori citati, ma ottenendo anche delle 
formole nuove. 

Si faranno poi alcuni confronti fra i valori dati dalle singole 
formole e si dedurranno delle formole approssimate. 

II breve lavoro si chiuderk con qualche esempio numerico e 
con alcune nflessioui dedotte dagli ottenuti risultati. 
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1. Rappre^enttamo, nel modo solito, colle ascisse il tempo ecoUe 
ordinate la popolazione, e proponiamoci il seguente qaesito (fig. 1): 
La popolazione B^ A, eompogta tutta di pereone avcnU la 
stessa eta, decrescendo per niorti snccesaiTe secondo la cnrva B NC, 
si ridnce a PC, dopo decorso il tempo P^^t. Qui ha luogo Temi- 
^razione CD^=E. La residua popolazione PS, decrescendo per 
"ulteriori niorti secondo la rnrva D HE, si riduce, alia fine del 
tempo Or=l, al residue TE=V, 

Da qnesti dati, cbe snpponiamo risaltanti dall'osservazione 
-iliretta, trattasi di desumere la mortalita relativa all'intero pe- 
riodo T. 

Liniitando I'osservazione alia prima parte F dell'intero pe- 
Tiodo, abbiamo il fatto che ana popolazione OB=A si e ridoUa 
per niorti awenate ^ P €. 

II nuinero duiiqne di persone tnorte in questa prima parte del 
periodo e rappreaentato in fignra dalla C Y, qaalora s'intenda tirata 
la B F parallela alia OT. Dunqoe, delta z, la mortaiita relativa 
a questa prima parte del periodo, avremo : 
C7 
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Gonsiderando invece la sola seconda parte P T delP intero 
periodo di tempo, abbiamo il fatto che una popolazione PD si^ 
ridotta per morti avvenute al residuo TK, Tirata dunque la Z)D| 
parallela a PT, la XD^ rappresenterk in figura il numero delle 
morti avvenute durante il tempo P T. Da questo fatto deriva che, 
chiamando z^ la mortality relativa alia seconda parte del periodo, 
avremo : 



(a) z^= 



PB 



Dedotte cosl dalPosservazione la mortality e^ e e^ relative alle 
due parti del periodo T, 6 facile calcolare la mortality z^ relativa 
airintero periodo. Infatti, data una popolazione qualunque A^ ini- 
ziale, essa si sura ridotta ad A^ — ^i '^i » ossia a 

alia fine del tempo P. E questa popolazione A^ (1— z^) si ridurra 
analogamente ad 



'O* 



alia fine del tempo T. II numero M^ complessivo delle morti du- 
rante tutto il periodo T sara dunque espresso da 

M, = A,-^A,(i--z,){l-z.). 

e quindi la cercata mortality z sark: 

(3) ;j = ^ = l-(l-£r,) (l-e,)=e^+(l-e^)e^ . 

Come si vede questa formola prescinde affatto da qualunque 
supposizione intorno alia legge con cui possono essere and at i mo- 
rendo gli emigrati CD dopo seguita Temigrazione. II valore di z 
da essa dato ^ basato sopra fatti realmente osservati entro i due 
periodi OP e PT separatamente, e non includendo alcuna suppo- 
sizione riguardo a morti non osservate, non h quindi minimamente 
affetto da un'ipotesi qualsiasi relativa alle morti degli emigrati. 
Questo valore h dunque quello ehe ha per s6 la probability massima 
in base alle fatte osservazioni (^). 

(*) Vedi anche Zeuneb: AhhandJungeftf pag. 6; e Wittstein: Math. Stat,, 
pag. 14. 



2. Kel caso orsi considerate) la, popolazione iniziale A in segnito 
alle mnrti ed all'emigrasione si 6 ridotta, alia fine dell'intero periodo 
di tempo 02", al residao TK= Y. Supponendo ora che sia nota la 
legge secondo cni avTengono le niorti, cio6 sia nota la natura delle 
carve £ NC & DJIK, vedlamo a quale residuo si saiebbe ridotta 
la popolazione iniziale A, alia fine d'nn tempo qualunque OS, 
corapreao fra OP ed OT, se non avesso avuto laogo remigra- 
zione E; e cio nella supposizione che anche per le persons E, che 
ora piu non emigraiio, valga la stessa legge di raortaliti che vale 
per le persone I>F duraato il periodo di tempo P T. 

Sia CGila curva secondo cui sarehbe diminuitala popolazione 
darante il tempo FT, se non avesse avuto luogo Temigrazione. 
Tirata la CFI in modo che le sue ordinate siano egaali a quelle 
della DHK, aunjentate della quantity E, si vede che, al tempo 
qoalnnque OS^^a, una parte HG-=Y'oi delle persone E sari 
ancora in vita, mentre I'altra parte GF^=:M'ai sara niorta. E ai 
avra sera pre 

(-4) r'c, + M'o, = E. 

Snppongasi ora che, per la nota legge di mottalita, valida per ii 
periodo PT, sopra una popolazione qnalnnque y viyente al tempo r 
muoiano neiruniti, di tempo un numero di persone 

/•(»,■■). 

avremo allorri per Y'^ persone viventi al tempo a le morti nella 
unitii di tempo indicate da 

Ma, essendo jf'aj una funzione di o) , le morti neH'uniti di 
tempo sono anche espresse da 
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Integrata qnesVequazione in modo che per o> = ^ sia V^a)=E 
si avrk: 

(6) r'ai = HG = F{E,t,ai) . 

Se dunque non avesse avuto Inogo Temigrazione la popolazione 
iniziale A si sarebbe ridotta alia fine del tempo S tA residuo 

8H+F(E,t,a3), 

col che resta sciolto il proposto quesito, essendo per dato gik nota 
la SH. 

3. Fatto nella (6) a? = 1 si avra per la fine del tempo T il 
numero a cui si sono ridotte le persone E. Indicate questo numero 
con F' sark: 

(•7) V'=F(E,t,l) = KL, 

e la popolazione iniziale A^ se non avesse avuto luogo Temigrazione, 
si sarebbe ridotta alia fine del tempo T a, 

V+V. 

11 nnmero M'q} ^^^ morti relativi alio persone E al tempo co 
si deduce dalla (4), che dk 

ossia per la (6): 

(S) M'(a = E-F(E,t,G}) , 

ed alia fine del tempo T, chiamando M^ il numero dei morti re- 
lativi alle persone E, si avra: 

(9) M'=E'^F{E,t,l) . 

Nella figura, il numero M dei morti, direttamente osservati, 
quando abbia luogo remigrazione, h indicato da 

(10) M=CV+KI)^. 
Aggiungendo a questi morti gli M^ si ha neirespressione 

il numero totale dei morti per il case che non abbia luogo Temi- 
^azione. 
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Analogamente al raodo con cui si sono espresee le dae parti 
H6=^V'q^ e GF=^M'(o nelle qaali si decompone al tempo OS 
il numero di persone £, si possono anche esprimere le due parti 
8H= Vco ed HQ=No} nelle quali si decompone, alio stesso tempo 
S9 il numero di persone PD. Infatti le condizioni per le per- 
sone PB sono le stesse ohe per le persone E. Di queste persone PD 
sark danqne ancora in vita, al tempo /$=(», un numero d*indi- 
vidui espresso da 

(11) SH= V^ = F(PI), t, «) , 

i quali alia fine del periodo, cio^ per o?=^l, si ridurranno a 

(12) TK= V=F(PD,t, 1) 
i morti saranno al tempo S 

<13) HQ = N^ = PD-'FiPD,t,ay), 

ed alia fine del periodo, detto N il valore a cui si riduce Nqj, si avra 

<14l) KD^ = N=PD'-F{PD,t,l) . 

Che se la stessa legge di mortalita vale anche per il tratto OP, 
ossia se la funzione f resta la stessa anche per il tratto OP, dovrk 
aversi, ponendo t = o, 00 = t: 

.. PC=F(A,o,t), 

e quindi il numero C V dei morti entro il tempo P sara espresso da 

<15) CV=A'-F(A,o,t), 

•e la popolazione residua, appena seguita Temigrazione, sark 

PD = PC-'CD = F(A,oJ)'^E, 

€ol qual valore le (11) e (13) diventano 

(16) SH= Va,=F\lF(A, 0, -E], ^ (» j , 

(IT) HQ=Na,=F{A,o,t)^E--F\lF(A,o,t)-'E'\,t,c^\. 

Detto Mfj^ il numero totale dei morti osservati (esclusi cio^ 
quelli degli emigrati), sark al teuipo S=oo: 

31^ = r+HQ, 
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cio^ per la (15) e la (17): 

Alia fine del periodo Fiy, Nf^ ed M^y diventano rispettivamente 
Vf N ed M; avremo dunque: 

(to) V^F\[F{A,oJ)^E],t,l\, 

(ttO) N=FiA,o,t)-E^F\[F(A,o,t)--E-],t,l\, 

(tti) JW— il--B-F|[-P(il,o,0-J^],^l| . 

La Bomma totnle M-^-M^ del tnorti alia fine del periodo sark 
dunque, ntteiia la (9), espressa da 

(tt») M+M'^A^F\[F(A,o,t)-E-],t,l\-F(EJ,l). 

4. Nnlln Bvlluppare le formole superiori siamo partiti dalla 
MuppoMiHiono ohe Iobro noia la legge di mortalitii, ossia cbe fosse 
ooHOMotuia la funxiono /*. Naturalmente non si pu6 passare dalle 
t\n'n\ole nl valorl numeriol rolativl ad un date caso, se tale funzione 
non nU\ oottoHolutn, 

QualunqUA ila per6 la legge secondo la quale il numero delle 
p«i'ii(tut) va deoreMOf)t\do por tuorti, dal concetto stesso di mortalitd, 
11 quahi tu (itipwio rloorcho 6 un rap|>orto nuraerico, si deduce ne- 
oiiNNarlaiuitni0 (^Itdi ne pniro un dato periodo^di tempo ed in date 
iuinill«l(uil iiopmi4| pornont* xw u\uolono Jf|» entro lostesso periodo 
^ Unlln NinHNfi ooiulUlont nopra un numei^o 2A^ di persone ne mor- 
miiitn U il/| , ml In ndunmle BOpt^a hA^ ne morranno nM^y essendo n 
WW \mm\v i|ualunquf^ 

i^l(^ nlKiillloa \\\ alli'ii \m\\W oh^ la f\\niione 

t»«indu«*uU II uuHunu iIpI uuu H ni^irunitik di Umpo per la popola- 
•Iv^^^ ,Vi *(wv0 MPt^vmnrtilrtmf^uii^ av^vN^ la tWma 

f^ f It) . 
Mil ^\ h\\\\\\\ f » iH|tm U»m (U»|Hv||^iilvUI<!k px U muttW) dei morti nella 



(33) 



^ + J?(r) = . 



E quqgta k la forma geuerale sotto cni naturalmente si pre- 
senta I'eqQazione differenziale di qnalunque curva di sopravvivoiiza. 
La diversity fra le diverse curve dipende allora anicamente dalla 
fanzione <o, la quale stabilisce la parte nliquota di tnorti, cbe Bella 
aDith, di tempo spettano aH'onitfL di popolazione in una determinata 
eta. Questa fun?.ione (? da quindi la misui-a deiriatensilk con cni si 
manifesta la tendenza a morire. 

Integrando requaaione (23) in mcdo the all'origine del tempo 
la popolazione siauna qualanque A^ ai avr^ in generaie I'eqnazione 
tinita della curva di aoin-avviveiiEa sotto la forma 



(a-4) 



= A^c 



a data curva qnalanque, 



la quale potri coincideie 
eqniizione sia della forma 

colla condizione cbe la fanzione ^(r) non contenga la A^ e sia 
5(0)= 1. 

Le varie carve cbe si ottengono dalla (24) col variafe della Ai 
costitniscono, come 6 facile dimostrare, un sistema di curve omolo- 
giche affini, essendo T I'asse ci'afEnita. 

Bitenendo dnnqne per f la forma y f (r|, la (5) diventa : 

ft quindi, eseguita I'integrazione in modo che per «=^( sia F'pj=JS 
si avrfi: , 

(ae) V^=Ee'" ; 

dnnqne la funzione F della forraola (6) resta definita da 
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Jf>{(0) dOO 



o 
Jf{0})d03 

F(A,o,t) = Ae^ , 

coi qnali valori le formole superiori (7), (8), (9), (16), (18), <19) 
(21) diventano con facile riduzione 



V = 



^'« = 



M' = 



jf (a?) d 00 

Jf> (00) d a? 
:E;\l-e^ l = E^V'^, 

f i \ 

Jf (03) d a? I 



(2T) 



F«, = 



00 



V = 



Mn. = 



'CO 



M = 



Jf>{oo)doo J'f(oo)doo 

( 

j'f>{oo)doo Jf>{m)doo 

Ae' -Ee' 

Jf{<0)dm\ I J'f{0^)dQ3 

ff>{oo)doo\ I Jf>{oo)doo 

A\l-e' -EXl^c' 



6 la 22 diventa 



(as) 



J p (03) d 03 



M+M' = A\l'-e' 



Fra le Yoo , Mc^ ed E ha intanto luogo sempre la relazione 
ed alia fine del periodo la 



(a9) 



A=7-\-M-\-E. 
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5. Attesa la forma della funzion 



KD, = PD-Pn. 
<5ioi: 

KD,=PD\l-e' 
^i^& si 6 sopi-a trovato. formole (27): 



F, la (14) diventa 

J'p((U)dW 



M' 



( 



n-i dunqu* 



M' ■.KD,=E:PD , 
ossia, essendo nella figura la E rappreseiitata da D 

<}alla quale nsulta che e 



_.DCX-g-Pi 
PD 



e la forma della 9 si 

l>Ti6 caieolare il numero dei morti M', proveuienti dai dati erai- 

I ^fanti DC, qualora sia iiota la popolazione PD ed il numero 

del morti £'iJ, a cin essa ando soggetta durante jl periodo di- 

"tempo PT. 

L'equazione (30) ci conduce facilmeote ad una relazione aem- 
filice per la ricerca della mortalitk nel caso che abbia avuto luogo 
^migrazione. Questa mortalita, data dalla formola (3), k inlatti 

Ora, sostituendo i valori di jr^ e e.j dati dalle (I) e (2), si ha: 







CT\ ED^ PCX^ B, _ iPIi-\-DC)XSSi 



KB, DOyjTD, 
OB "*" OBXPB ' 
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dnnqne 

(31) z = 



OB 

ossia, avuto riguardo alle (10) e (30) e ricordando essere B = At 

(32) e=--L — I. 

Ossia in parole : il valore della mortality, nel caso che abbia 
avnto luogo romigrazione, si ha supponendo che gli emigrati se- 
guitino a morire coUa stessa legge degli altri, o^sia supponendo che 
Temigrazione non abbia avuto luogo, e che i relativi individui, 
restati in paese, seguitino a morire colla stessa legge degli altri. 
II valore cercato si ha allora aggiungendo i morti M' degli emi- 
grati ai morti M degli altri, e dividendo \t^ somma per la popola- 
zione iniziale A. Sembra a primo aspetto che il valore di ^er, dato 
dalla (32) ed indicato dalla relazione ora esposta, dipenda da una 
ipotesi gratuita, quella cio6 che gli emigrJiti seguitino a morire 
colla stessa legge degli altri. Sembrerebbe dunque che la maggiore 
minors ammissibilitii della formola (32) dipendesse dalla maggiore 
\ nwnore ammissibilitk della suddetta ipotesi. In realta per6 non e 
cosi. Infatti il valore di jer, dato dalla (32), e numericamente lo 
stesso del valore dato dalla (3), e quest*ultimo, come fu osservato 
al num. 1, h affatto indipendente da qualunque ipotesi riguardo 
alia legge secondo la quale vanno morendo gli emigrati. L^assumere 
dunque che gli emigrati seguitino a morire colla stessa legge degli 
altri, non h altro per la formola (32) che una modalitk di calcolo per 
arrivare al valore (3), che 6 Tunico avente la massima probability. 

6. La relazione espressa dalPequazione (32) resta convalidata 
anche dalla seguente considerazione. Quando non ha luogo Temi- 
grazione, la mortalitk, che diremo z', per I'intero periodo T, puo 
aversi in due modi, sia p'^endendo (vedi figura) : 

^ LV^^ CtVi + ICt + LI _ CV+KD, + LI M+M' 
^~0B OB OB A ' 

oppure anche supponendo diviso il periodo in due parti OP e PT, 
e calcolando a parte i coefficienti js^ e z'^ ^^ queste due parti colle 




— 95 — 
_CV , ^LCi _ 

e facendo poi uso della formola 

;.' = «, + (1-^,)^',. 

Ma il s'^ non differisco dal ^j dato dalla (2). Infatti i 

LI 
DC' 









^'.= 


LC, 


FD + L 


ma 


assendo 


per 


k (30) 


ED, 
I'D 


I.I 
DC' 


Bara 


pure : 




« 


' PC 


KS, 
PD 


cio6 


«'o = 2 




quindi 


ancb. 





Noteremo pure che la (31) puo anche, come 
•^Qillii Bgura, BOriversi 

JPG 

«Ppure : " ^ OB ' 



"■"XOB 



PC 

^-"^nfrontate queste formole colla 

^~ OS 

*a quale Ja il rapporto fra i morti osservali e la popola;sione ini- 
tials, si vede che da tale rapporto si paaaa aU'espressione della 
Itiortalitii sia aumentando i morti KD^ nella ragione -p-^ > ^'* 
diminuendo tanto i morti CV, che la popolazione iniaiale nella 



I 

A 
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ragione -^-^ . Quest'altima forma corrisponde in figura ad un pro- 

lungamento della curva di sopravvivenza KHD fino ad incontrar^ 
in B' la OB; mentre allora sark: 

PD 
OB^=^XOB; 

col che il caso date si riduce a qnello di una popolazione iniziale 
OB'f la quale senza emigrazioni diventa TK alia fine del tempo 
T. Intauto confrontando la (32) colla (28) si ba : 



edi ndicando con x la probability di sopravvivenza ossia ponendo 
avremo : 

o 
Jf{OJ] doj 

(33) x--=e' , 

come puo anche direttamente dedursi considerando Peqnazione della 
enrva di sopravvivenza data dalla (24). Infatti, secondo qaeirequa- 
zione la popolazione iniziale A^ alia fine del periodi) T si riduce ad 



J'f (r) dT 
e quindi il coefficiente x di sopravvivenza sark espresso da 


X = : = C 

7. Se al tempo OP=ty invece di un'emigrazione avesse avuto 
luogo un'immigrazione di E persone aventi la stessa eik dclle P Gy 
e si cercasse per questo caso la mortalita, il procedimento riesci- 
rebbe affatto analogo a quelle svolto nei numeri precedenti, e si 
troverebbe cbe, continuando ad indicare con Mil numero totale del 
morti direttamente osservati, avrebbe luogo ancora la formola (32), 
purcb^ VM'y calcolato colla terza delle (27), si prenda negative, 
ossia, in altre parole, purcb^ si prenda la E negativa. 
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Le formole sviluppate servono dunque tanto per il caso di emi- 
ffTazione che per qnello di immigrnzione, purch6 per il primo oaso 
^* ^si consiieri coroe positiva, per il aecondo come negiitiva. Qua- 
lox-aal tempo ( avesae laogo contemporaneameate nn'emigrazione £ 
^<3. nn'immigrazione JE', baatera considerare la diffevenza E~E'. 

8. La relazioce data al nnniero 5, relativa al valore della mor- 
^■^^ita, si estende facilniente al easo che rfimigi-aiione E, ansich6 
*-~V'«r laogo in t 'talita al tempo (, abbia lnogo per parti in diversi 
••^inpi sTicceaaivi. Se infatti di queste diverse emigrazioni parziali si 
•^<^:iisideri solaniente rultiraa, si riconosce faeilmente che essa si pud 
*"*^nardave come non avveirata, purche al numero M di morti os- 
^*^xvati dnrante tutto il period© T, pi agginngano i morti M' 
■*^^ lativi a quest'ultima emigraaione; i qaali 3f ' dovranno natnral- 
**» ente easere cakolati per il tempo decorso dal.momento in oni 
*^"«aestaeiinigrazionoebbe Inogo Hno alia fine delperiodo 02", e nella 
* !C»otesi cbe su^sista la stessa legge di mortalita. Tolta cosi I'ultima 
^smigrazione, si puo estendere il ragionamento alia peniiltima, e 
t*<Di succeBaivamente alle altre, 

Qnando iJanque le emigrazioni sono piii d'una, basterii ai morti 
*^S8ervati M aggiungere quelli relativi alle singole emigrazioni, 
^"Kiniettendo che gli emigi'ati segnitino a morire coUa steaaa legge 
*^«n eui muoioiio i non emigrati. II namero totale dei' morti cosi 
^^■ttenuto, diviso per il nnmero esprimente la popolazione iniziale, 
^l ara il valore della mortality. 

Ed anche qui ripetiamo cio che fu oaservato al numero 5, che 

*iao6, I'ammettere che gli emigrati vadano morendo coUa stesaa 

-^^gge dei non emigrati, non i un'ipotesi gratuita, dalla quale resti 

^LffievoHta I'accettabilitk del risnltato. Questa ipotesi b anche qui 

^.a riguardarsi come un modo di esprimere I'andamento del calcolo, 

<iol quale si arrira a quello stesso valore della mortality, che per 

^Itra via, e prescindendo da qualunque ipotesi, pno pure raggiun- 

^erai. Coal, per eserapio, ae le emigrazioni foasero due, il periodo 

"totale di tempo T sarebbe Siviso in tre parti, per le quali, come 

Si fece al numero 1, si dovrebbero calcolave separatamente le raor- 

"talitii e, , B.2, e-^ c. se ne dedurrebbe la mortalita e di tutto il pe- 

*iodo, coal espreasa : 



- 98 - 

^=l-(l-^l)(l-^2)(l-^5) = 

Ed a questo stesso risultato si giunge pure seguendo la regola 
sopra indicata (Vedi anche numero 15). 

9. Le formole corrispondenti al caso cbe remigrazione E si 
faccia mediante alcune successive emigrazioni parziali, si dedncono 
facilmente da quelle relative ad una sola emigrazione complessiva. 

Siano E^, 2^2 » > ^n i numeri rappresentanti le singole 

emigrazioni parziali avvenute rispettivamente nei tempi 

Indicando con V'^^ e con F' il numero to tale degli emigrati 
ancora viventi ai tempi OS=<af OT=l rispettivamente, avremo 
le formole analogbe alia (26) ed alia prima delle (27) : 



U 



i = I 

nella prima delle quali X h Tindice delPultima emigrazione awe- 
nuta entro il tempo OS. 

Similmente indicando con JJf'aj, M' il numero totale degli 
emigrati morti ai tempi OS=oi, 0T=1, si avra dalla seconda 
€ terza delle (27): 

/ '^ \ 

(35) ■ 



H 



i=n I Sf^^^^^ 

M' =:^^Ei\l-e\ j = E -7'; 



1 = 1 



dove con Efy\ si h indicata la somma di tutti gli emigrati fino alia 
emigrazione E^ compresa, e con E la somma totale degli emigrati, 
cio5 si 5 posto: 







r Unnmero V03 e Fdelle pei-sone ancora viveati e 110a omigiate 


al tempo co ed alia fine del penodo T, come pure il numero Ma^ 
ed M dei morti osservati al tempo qj cd alia fine del periodo, si 


avranno analog a mente dalle altre formole (27), le quail danno 


senz'altro 




7„ = J «" - 2 El e" 




'i 
7 =^e' -2-E,«' 


(3B) 


/ " \ 1 '' \ 
fr't'" 1 = 1 J-fl»!«« 
M„=A l^n" - 2 -B, l-e" = 




^-Bm-i'», 


■ 


Jplwjdo; ,-^„ Jp(iu)do) 
ilf =All-e" l-.2«iU-«' 1- 


^ 


^-S-F. 


DunquB il numeio totalfi dei raorti aark alia fine del periodo 


M+M' = A\l-e' ). 


ia, motrtalitii e, espressa dalla 


»-l-(l-',)(l-»,)(l~«.) (1-8.H1 -«»+.), 


saTk data sempre da 


M+W 

^ A ' 


eqninc 


"■•"'■•■"■"■■^ '•^■~ J 
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^ = 1-^ = 1 ^_ = = ^— = 







F+F' SfiO^)d03 



= e 



come sopra, formola (83). 

Che se avessero avuto Inogo non solo delle emigrazioni, ma 
anche delle immigrazioni, si potra sempre far aso delle stesse for- 
mole, purch^ si considerino come negativi i valori di quelle E che 
81 riferiscono alle imraigrazioni, essendosi adottato il segno positivo 
per le emigraziori. 

§ 11. 
Emigraiione continna. 

10. Dal caso precedente si passa facilmenie a quelle in cui 
Temigrazione E abbia luogo in modo continuo. Basta supporre che 
le successive emigrazioni JEJ», sopra considerate, diventino infinite- 
si me, e che infinitesimi diventino pure gP inter valli fra i successivi 
tempi 

Siccome in tal caso il numero totale degli emigrati dal prin- 
cipio del periodo fino al tempo qualunqne f , diventa una funzione 
continua di t , cos\ potremo indicare tale funzione con Et e scrivere 
cl£( in luogo di Ei^ diventata infinitesima, e porre dunque 

(3>) dEt=yp{t)dt, 

dove >f {t) rappresenteri per il tempo t il numero degli emigrati 
neirunitk di tempo. 

Le formole (84) diventano altora senz*altro 

(318) 
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Qnanto alle (35) si noti che le espressioni 






e 



I — I 



i = n 
< = i 



indicano nel caso nostro rispettivamente il numero totale degli 
emigrati dairorigine lino al tempo <a, e dairorlgine lino alia fine 
del periodo T, Se danqae indichiamo tali nameri rispettivamente 
con EfQ ed E, cio^ se poniamo: 



CO 



(39) E„= fxl^ «) dt, E=f^(t)dt, 



le (35) diventano 



M' 



(40) 



M' 



= />f(f)(l-e<« jdt=E^-V^^, 







e dalle (36) si avra: 



S9^<^) ^ 



on 



a; 



F„=^e® 



-/'fCO 



JP (03) d 



on 



.0} 



dt , 



F =^c 



o I 

Jf{oj)dco p J'p(aj)cia3 



dt , 



(41) 



Jlfa, = ^ 



l_e<» /,/,(<) i_e« ]dt = 



J'p(aj)clG;j « 
itf =^|l-e^ I- xj^it) 

A-E^ V . 






1-e 



t?^ = 



\ 
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II numero dei vivi e dei morti relativi ai non emigrati si trova 
facilmente anche procedendo come segue. Per la legge di mortality 
il numero dei morti nell'iinitk di tempo h espresso, ai tempo cu, da 

F^ P (oj) (num. 4); ma questo numero 6 espresso anche da — — , 
dun que sark : 

D*altra parte derivando la prima delle (39) rispetto ad a; si ha: 

(43) ^ = ,^(„). 

Ora, qualunque sia il tempo cu, si ba sempre, similmente alia (29): 

(44) Vo, + M„ + E„ = A, 

equindi 1Z«_l1^_l1^_0 

doj dco dm ' 

cio^ per le (4.) e (43): 

(45) ^ + Fa,p(«) + «f(«) = 0. 

Integrata quest'ultima coUa condizione che per 03 = debba 
aversi Vo3 = A^ si otterrk: 

Sostituito questo valore nella (42) ed integratala in modo che per 
Qj = sia Jlf^ = 0, si avrk: 



II valore di M^j pu5 aversi anche senza integrare la (42), purch6 
dalla (43) siasi trovato ^q,. Infatti la (44) dk 

Per 03 = 1, ossia alia fine del tempo OT avremo: 

( F = $(i), 
(*»> I i.f=*(i). 



L'accordo iva, qnesto modo di determiaare le V^j ed Jf^j ed 
il modo precedente si riconoace quando si osaorvi die U valore dato 
daila prima delle (41) soddi^fa alia (45) ed alia condidone Y^^^A 

11. Con maggiore generality si pn6 supporre che remigraziono 
inGnitesima, clia ha luogo ad un date tempo t qualunque del pe- 
riodo, non solo dipenda dal tempo (, ma anche dalla coinplessiva 
popolazione Tt ancora viveate shI luogo a quel tempo. 

In tal case il numero degli emigrati ceiriiuitii di tempo uon si 
potra espiimere semplicemente con ^ (f); ma a questa I'unzione 
dovra sostitairai la ^^ (Vi , t), eoBici:b6 la [43) diventera : 

(50) 

Questa sostituzione sara da farsi nelle forraole (38), (39), (40) 
e (45). II sistema di forinole adutique relativo a questo caso pin 
gtnerale, potra disporsi come segue. 

Per il tempo qualunque m hanno luogo le relazioni 



L 



>"«.=/'f(>'i,')< 



La prima di quests i'ormole doyvii integrarti in modo che per 
ai abbia V(u'=A, e darii: 

■) F^ = 1.(a>). ■ 



J 
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Qaesto valore di F^ deve ridurre ad un'identitk la prima delle 

(41), qualora alia "^ (t) si sostituisca la ^(Vtft). Deve aversi 
cioh identicamente 

{ 

Jf (OJ) d<0 ^ Jf (03) d 0} 



Sark pure: 







t 



J'p(aj)da3 r, J"p(G5)dQ) 

(S3) 7=^e' ^ xf(Vt,t)e' dt . 



o 



Avuto Vq^ in funzione di oj, si potrk procedere alle ulteriori inte- 
grazioni. Quanto ad -Mq,, dopo trovati Vqj ed JEJ^j, lo si potrk, 
come sopra fu osservato, avere anche dalla (48). 

Alia fine del periodo T, posto cu = 1, avremo: 

V =<I>(1), 

-af = * (1) , 



(54i) 






CO 



Jf (G5) d (O 



T'= I xf{rt,t)e' dt , 



o 



Sark poi 



cio5, attesa la (53) e la qaarta delle (54): 

o 

Jf> {CO) doo 
M-\-M' = A-'Ae' 

e quindi anche pel caso d^emigrazione continue 



■nr \ -nr, rr \ rrr ff (03) dO? 

(65) :.= l-.= l-^^'=Ii^ = e- 



L'andamonto delle fnnzioni <5 e 1" sopra trovate puo grafica- 
^xnente rappreseotftrai elevando per ogni ascusa OP^^t lfigur&2) 
lo ordinate PQ=*(0 e P-ft=*(0 + *('l- 




L& iigura indica allora corae ad xax tempo qualunqiie P la 
^rimitiva popolazione OJS = PSsiasi ridotla a PQ persone an- 
gora viventi nel luugo, mentre QR sono morte nel luogo ed 11 S 
emigrate. 

12. Nel caso che inveee di una eiiiigrasioue continua, si avesse 
una immigrdzione continua, le stesse fovmole possono sorvire. Ba- 
aterii dare alia fQBzione i^it), definita dall'equazione (37), o piu 
generalmente alia if(yj,() (nuiiiero 11), nn valore negative eapri- 
mente il niiniero degl'imuiigrati neU'unitk di tempo, analogamento 
a quanto si face per le iraraigrazioai discontinue (numero 9 in fine). 
Anche il caso che abbia lnogo contemporaneamente emigrazione 
ed immigrazicine in modo continno resta compreso nolle formole 
auperiori. 

Se infattisiano nel tempo infiuitesimo d( \L(Vi,t)dt gli emj- 
grati e v {Y,,t) tit grimmigrati, essendo ^ e v due date fanzioui, 
baster^ povre d. = o. — v 

ele steaae forraoie superioii serviranno all'viopo. Sotto il punto di 
Tista della emigrazione e della immigrazlone continua e contempo- 
ranea, le formole svilappate, avuto il debito rigaardo alia deter- 
minazijne delle costiinti in u. a v, pveseutano adunque la stessa 
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• 

generalita di quelle esposte dal Wittstein e dallo Zeuner (Opere 
citate). Presso qaesti autori i numeri rappreseutanti Temigrazione 
e rimmigrazione non figurano che coUa loro differenza, e possono 
quindi essere rappi*esentati da una sola lettera. 

Per questo motivo noi possiamo in seguito parlare sempre di 
emigrazione senza togliere alcnn che alia generalita delPargomento. 



§ III. 
Formole particolari. Formole per emfgrrazione discontinna. 

13. Se la legge di raortalita e quella con cui avvengono le 
emigrazioni non sono note, non si pu5 procedere alia integrazione 
delle equazioni superiori, e non si puo quindi determinare la mor- 
tality z senza fare delle ipotesi. 

Questo caso si presenta realmente in pratica, e gli autori citati 
neirintroduzione se ne sono occupati; essi hanno supposto che- si 
abbiano direttamente dall'osservazione le quantita A^ F, M ed JEJ, 
ma che non siano note le due funzioni f> e ^ , e facendo intorno a 
queste funzioni varie supposizioni, sono pervenuti a diverse espres- 
sioni della mortalita. 

Noi dedurremo ora dalle formole general! superiori le formole 
trovate da quegli autori, per poterle poi assoggettare ad opportune 
esame. Prima pero osserveremo che qnando intorno a p e if si e 
ammessa una determinata ipotesi, si ottiene per z una funzione 
determinata dalle Aj F, M^ Ey la quale ^ conseguenza di quella. 
ipotesi. Ma la proposizione inversa non sussiste, cio6 ad una data 
funzione di A, V, M ed E, esprimente il valore di z, non corri- 
sponde in generate una determinata ipotesi di p e >f . 

Se infatti si considera Tequazione (55), si vede che ponendo in 
essa, invece di Zy una determinata funzione di J., F, JJf, E, si 
avranno infinite funzioni p che vi soddisfano. Ed anche scelta la 
funzione p, si vede dalla (53) che vi sono ancora infinite funzioni ^ 
che possono soddisfare alia (53) stessa; cio5 vi sono infiniti modi di 
distribuzione della emigrazione od immigrazione* E quest! infiniti 
modi non sono neppure 8ubordinati alia condizione che la distribu- 
zione debba aver luogo in modo continuo; essa puo anche essere 
discoQ^inua. 
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TTn esempio semplice di distribczioni direrse che conducono 
ad nn medesimo valore di g puo aversi I'itomando al problema 
trattato al numero 1. In quel prolilema si era supposto che naa 
emigrazione CD^E (fignia 3) 




i aYuto luoRo al tempo OP=t, ed in base a cib si era de- 
dotta la raortalita z per I'iutero periodo di tempo T. Ora ai pno 
facilmeiite , senza alterare it Talore di e cosi ottenuto, sostituiru 
due emigrazioni all'unica considerata, detenninandole come segue: 
Si tiri adarbitrio una cnrvadi sopravvivenza B,cK,, la quale 
interaechi la CD nel punto C. Questa curva sai-^ omologica-afBne 
alle BGL, B'DK (ni]niero4); e siccome per tutte le curTS dt 
sopravvivenza le ordinate vanno deerescendo, cosi se il punto Ft 
sia compreso fra i punti e P, sara: 

P,6"-P,2>PC-Pc, 

cio6 C'!7>Cc . 

Similmente, se P^ sia compreso fra P e T, si avni: 



Si poBSono danque in infinite u 
xuodo cbe si abbia: 



■glie 



k 



C'2+Z)'g' = Cc + Z'c = Ci> = E. 



A 
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Scelti due punti P| e P, che soddisfino a qaesta equazione, si 
potrk sempre airanica emigrazione cD sostituire le due C q e 
D' q! J cosicchd il decremento della popolazione z<i faccia secondo 
la BC qq' D' K, anzichfe secondo la BCDK. Infattl, sostituendo 
quelle due emigrazioni, si naantengono inalterate le quantity 

A = OB, V=TK, E=C'q+D'q', 

e quindi per la (29) resterk inalterata pure la M, E siccome si 
mantiene inalterata anche la F| X, ehe rappresenta il numero to- 
tale dei morti, cio^ gli osservati piu quelli relativi agli emigrati, 
cosl restera inalterato anche il valore di e dato dalla (32). 

Che poi nella formola (32), oltre ad M (numero dei morti os- 
servato), si mantenga inalterato anche il numero dei morti relativi 
agli emigrati, pao dimostrarsi direttamente come segue: 

Dalla seconda delle (35) si ha, ponendo OPi=ti, 0P2=^2> 

a ft 

Jf{Gi)dCO J'p(Q))dflD 

M'^E—C'qe' —D'q'e' 

Ma 

C'q = P^G'-P,q, B'q' = B^q'-B^D', 

ed esprimendo le ordinate PiC\ -Pi 3', Btq'y B^B', mediante 
la (24), ossia poliendo 

o o 

JfiT)dT Sf{7)dT 

B^C' = OBX^'" , Biq=OBie^' , ecc, 

si ha con facile riduzione 

o 

J P (T) dT 

M' = E-^(OB-OB')e' =E-{TL'-TK) = 

E-KL = LI. 

Ora \2L LI secondo la terza delle (27) rappresenta il numerc^ 
dei morti relativo agli emigntti, qualora le E persone emigrinc^ 
tutte insieme al tempo t; questo numero adunque rimane il mede— ^ 
simo anche se Temigrazione si fa in due volte ai tempi t^ e t^. 



li Wittstein C) ci 
erso. Bgli parte da ' 



da nil espinpio di solazione del pi'oblema 
in dato valore di s, do&; 



e cerca in qua! raodo debba ■distribuirsi I'emigrazione per arrivare 
a quel valore [Vedi pio innanzi formoja (70)], 

14. Veaiamoora alladedazione di alcnae formole partieolari, 
sapponendo dat« daH'osaervazione Ib A, T, M ^d E, e faoendo 
rignardo alia f e if delle supposizioai sufficienti alio sviluppo ul- 
teriore delle formole general!. 

Considerererao come incognita per le diverse ipotesi o la morta- 
litfk s, oppure, come usano molli, il coefficiente di sopravviveuza x, 
cio6 la qnantita 1 — s, eiisendo seinpre 

(5«) :c + ^ = l, 

come fa aopra oasHrvato (numero 6). 

Cominciamo dal caso che I'emigrazione si faccia in mode diB- 
continao, e snpponiamo che siano noti i tempi 

(,, (j, (5 /„ , 

in ciii ebbero luogo le emigraxioni parziali 

£1, E.2, £3, En , 

le quali insieme prese costituiscono remigrazione tatale E. 

Supponiarao inoltre che la legge di sopravvivenza entro il tempo 
O T cbe si considera , sia rappresentata da una linea retta. Da 
<1Q est' ultima supposizione deriva che I'equazione della cnrva di 
Sopravvivenza espresaa iu generale dalla (24) avra la forma 



essendo y e S due costanti, e quindi i 



rchiv, 39, pag. 77 B BEgnenU. 
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coi quali valori la (23) diventa 



e perci6 



ossia ponendo 



sara: 



r + (r7 + ^)p« = 0; 



(r) = - 



. 7^ + ^' 



a = — 



7 . 



(5T) 



f(r) = 



1- 



a. 



cqnazione cbe definisce la forma dell a funzione f per il caso cbe 
la curva di sopravviven/a sia una linea retta. 

Med i ante questo valore della f si ha dalle equazioni (34), (35) 
6 (36) per un tempo quulunque o?: 



Ir- 



(a 



Jf'n,= 



CD" 



(58) 



F„, = 



(a 



\ 



M„.= 



■a 



(1 _ J, a,) v? — ±1?_ 

•■=^ (a-ti)Ei 



e per la fine del periodo T: 



i = n 



Ei 



(59) 



F' =(!-«) ^ — ^ 
i = i 1 — af» 



t = n 



F =(1- 



^< 



iJf =a.{A- ;S 






,"(l-<i)J5?, 



i = i 1 — a.ti I 




Per determinare le due quantitii e ei a. aevvhk dnuque la 
(60) combinata toU'ultima o colla penaltima dslle (59). Combinan- 
dola colla pennltima si ba per la deter minaxi one della mortality z 
I'eqnazione 

e Tolendo determinare la x, I'equazione 

IT '=" V. 



=■,1- (!-«!)(, 

15. A questa equazione si piio giungere anehe direttamente 
come segue: 

Siano C,D, = E,, C.D.^^^JSi , C„D„ = E„ (fig. 4) 




le snccessive emigrazioni parziali, le quali iibbiauo luogo ai tempi 

OP^=t^, OF^-=:t.i, , OP„^tn ris petti vam ente ; e sieno 

£Ci, I>,Ci, I>„K le liuee rette secondo le quali la popo- 

lazione decresee per raoiti fra le Buccessi»e ernigrazioni. 

Qaeste rette, dovendo essere fra loro omologicbe-affini (num. 4) 
ed essendo T I'asse di affinita, passeranno tutte per ua punto TJ 
collocato saH'aSBe T. Avi'emo dunque: 



OS FiC 
0U~ PtU' 


PiU P.^U' " 


P., ))„ TK 
■' P.U TV 






« 
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ossia, ponendo 

OB=A, P,C,==V,, P.2C,2=V^, 
TK=V , 0T=1 ed 



> -tn On — K n y 

OU=u, 



I 



(^«) 



r,- 



A 

u 



Vi 



u — t, 






Vn-En 



U-^t 



n 



M-l' 



le quali equazioni si possono anche scrirere 



A 






r. 








u 




U 


-ti 


L 










u 


-t-2 


+ 


■E, 


f 


Vn 






V 




En 


f 


U^tn 


■ 


u 


— 1 


+ 


U — tn 


9 



ed egaagliando la somma dei primi membii a quella del secondi, 
tolti i termini comuni, si ottiene la relazione 



(63) 



A^ V '^ Ej 



D'altra parte, chiamando e^, e^, , Zn+i le mortalita 

relative ai singoli intervalli 0P|, P\P^y , PnT, determi- 

nati dalle successive emigrazioni, si ha: 



"' ~ 0B~ A ~ A' 



So 



C^N^ y.-^.-Fj 



P,D, 



r,-E, 






n 



V,-E^ ' 



_ EN„ + i ^ Vn-E„-r ^^ V 



jTn ■iJn 



Vn-En 



Vn-En ' 



FMa la moitalita rel.itiva all'mtero periodo OT h espressa da 
C^iumero 9): 

"iuncjue, per le precedent! equazioni, si avra: 



Ala le (62) danno 
Vi_M — i, Fa 

e quindi 

5 = i_!i:L 



col qoal valore la (63) si trasforma nella (61). 

16. Como casi particolari della formola (61) considereremo t 
Beguenti : 

Se tutta I'eniigrazione E ba luogo in una sola voita al tempo ( 
porremo: 

I!, = E, f; = t, 

Cott cio !a formola diventa 
(6'5) 



E.^E- = 



^ l-« + l_^(' 

e serve a determinare la mortalitii x per questo easo. 

Che se iiella (C4) si fa sueeessivamente (=0, (=1, ossia se 
si Buppone cbe I'cmigrazione abbia luogo tutta al principio tutta 
alia fiae del poriodo di tempo T, ai ottiene per il primo caso 



Nel caso dunqne clie I'emigrazione abbia luogo tutta al princi- 
pio del periodo di tempo, la mortality e h espressa, attesa la (29), da 



(65) Z = 
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e si avr^ pure per questo caso 

XT ^ TT 

(66) X'. 



A-E F+Jf* 

Nel caso invece che Temigrazione abbia laogo tutta alia fine 
del periodo, si avr&: 

(6T) ^ = ^' 

e quindi anche 

, , A'-M Y+E 

II calcolo della mortalitk in base al concetto espresso dalla 
formola (65) fu proposto e difeso dal K5r5si {}) : per6 da lui stesso 
poi riconosciuto erroneo ed abbandonato (*). 

Prendendo i due valori di x dati dalle (66) e (68), ciofe : 



e confrontandoli col valore 



^ A' 



che vale per il caso che non vi sia emigrazione alcana, si vede che 
se le E persone emigrano appena cominciato il periodo T, basta 
toglierle dalla popolazione iniziale e supporre che questa popola- 
zione iniziale sia A — E invece di A. Se inveCe le E persone emi- 
grano immediatamente* prima della fine del periodo, basta aggiun- 
gerle ai vivi F, e supporre che questi vivi siano F+ J& invece di F. 
!l^ facile comprendere, anche senza calcoli di sorta, la ragionevolezza 
di questo procedere. 

BitoiTiando alia formola (61) supponiamo che Temigrazione E 
si faccia in due volte : la prima volta di E^ individai al tempo t^ , 

(*) Congi'hs, pag. 115 e 125. 
(') Mittheilwigen, "pug, 13. 
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la seconda di E2 individai al tempo fj* ^^ ^^^ caso per determinare 
la mortality g avremo Tequazione: 

l-z'^ l-zt^'^ l-zt^' 
e se /i = 0, (2=1 1 sark 

^_:e:_Z±^^ ed l-.=.:=I±^, 

e se inoltre E^=E.2=- E si ha: 

(«») «= 7—. 

e qamdi ^ 

(•S'O) XT = — 



a-^e' 

2 



le qnali due ultime farmole valgono adunque quando metk della 
emigrazione si fa al principio e metk alia fine del periodo OT, 
E qui ripeteremo in particolare qnanto fa sopra osseryato in gene- 
rale (numero 13), che ciod alle formole (69) e (70) si arriva anche 
adottando altri sistemi di emigrazione opportnnamente scelti. Vi si 
arriva, per esempio, supponendo che Temigrazione sia continua ed 
uniforme, e scegliendo la curva di mortality o di sopravvivenza in 
modo conveniente (Vedi numero 23). 

La formola (70) 0, ci6 che h lo stesso, la (69) trovasi proposta 
e raccomandata da vari autori. Nel volume XXXIX del Grunert^s 
Archiv, gik citato, e che ^ delPanno 1862, il Wittstein (a pagine 75 
e 77) dk questa formola come valore approssimativo di formole piu 
esatte da lai dedotte. 

Lo stesso Wittstein la deduce nuovamente nelPopuscolo citato: 
Mathematische Statistik, Hannover 1867, pag. 17, formola (17). 
Lo Zeuner nelle Ahhandlungen aus der mathematischen Statistik^ 
Leipzig 1869, pag. 108, riportando la stessa formola, la (20^), 
come approssimativa di una di quelle del Wittstein, fa osservare 
che essa fu pure data dal Lazarus nel Jou) nal des Collegiums f&r 
LehenS'VersicherungS'Wissenschaft, Bd. 1, Heft. 2; Berlin 1869. 
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II K5r5si nelle Mittheilungen ilber individuale Mortalitdts-Beo- 
hachtungen, Budapest 1876, a pag. 13, attribuisce tale formola al 
Dienger, e, rigettata la (65), Taccetta sotto la forma 

M 

z = 



r+M+^E 



che, avuto riguardo alle (29), non differisce dalla (70). Per5 b da 
notare che i lavori del Dienger, citati dal K5r6si,'non precedono 
il 1874 e Bon contengono la formola che il E5r5si gli attribuisce. 

Anche il Becker (^), dietro sue considerazioni, giunge alia for- 
mola (70); ed il Lewin pure la riporta, attribuendola al Becker, e 
rilevando le ipotesi dalle quali il Becker vi fu condotto (^). 

II Lewin del resto osserva {^) che volendo rinunciare al calcolo 
piti semplice, si potrebbero con vantaggio sostituire alia formola 
(70) quelle di Heym, o di Wittstein, o di Zeuner, le quali ora sa- 
ranno qui sviluppate. 

§ IV. 
Formole per emigrazione contlnua. 

17. Veniamo ora ad alcvine formole particolari dedotte da 
varie ipotesi, le quali suppongono che Temigrazione abbia luogo 
in modo continuo. 

Le- ipotesi che si fanno riguardano, come fa sopra osservato, 
le funzioni f e ^, e possono essere variamente stabilite. 

Si possono cio^ assumere determinate forme delle funzioni p 
6 >f, oppure si possono assumere certe condizioni da soddisfare; 
condizioni le quali indirettamente stabiliscono la forma che le p 
e ^ devono avere. Naturalmente le ipotesi, e ci6 valga per tutti i 
casi seguenti, sono relative al periodo di tempo T, 

II Heym assume le due seguenti: 

1* che le morti M, direttamente osservate, siano uniforme- 
mente distribuite durante il periodo di tempo OT; 

(*) Congrhy pag. 223 (anno 1876). 

(^) Idem, pag. 342 e seguenti (formola 4). 

(«) Idem, pag. 360. 



2' che anclie Vemigrazione E sia uniformemente distribuita 
ilnrante lo stesso poriodo. Cio eqnivale analiticamente ad assumere 
cbe qualunque sia il tempo m deblia essere 

d<a ' dm ' 

essendo a e 8 due eostanti. Con qaesta supposizlone le (42) e (50) 
diventaiio 

(Ti) r^?'M = «, i^(y^,«) = 5; 

la Beconda delle quali determioa la forma dolla fiinzione if. Intanto 
con quests posizioni la prima delle (51) diventa 



^y^^ 



+«+5=0, 



laquale, integrata in modo che pei- co^O sia Va^ = A, dara; 
6 quindi dalla prima, delle (71): 

dalla qnale resta determinata anche la forma della funzione f. 

Le eostanti a » 8, cbe entrano nolle f e if , si determinano 
pure facilraente. Infatti la seconda e terza dello (51) danno; 

ed alia fine del periodo 

M=a, E = B; 

con cbe le a e j3 sono determinate. Si ba dunque 



fM = 



M 

A-[M+E)o: 



^P^r^,a>) = E, 



^(F,,0 = -E. 
Con qaesti valori la penultiina delte (51) da 
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M I E 

e per o; = l, attesa la (29): 






per cui , essendo per la (55) x = — — — , si ha 



■rr> ^ 



(•73) :r=[pM+E. 

Non volendo conoscere 7'^ , 7', 3f % si ha piu direttamente 
dalla (55) stessa 

o 

Queata h resprssaione troTata dal Heym e dedotta pare dallo 
Zeuner (^). Jl facile poi determinare quale sia la forma che prende 
Vequaiione della cnrra di soprawivenza in base all*ipotesi del 
Ueym. Mediante il Talore di f (a>) sopra troTato, la (24) diventa 



=^(l_<l^)3^ 



ponendo dunque — III— =a, —6, requanone cercata 



ha la forma 

d<dT« « « 6 doiio o<«t4Utiti. latanto es^ado 

M Tf^ <*h« ii<illip<>t^ d«l H«Tm 1^ BQQt, B:r:Rx della fig. 2 
$<i>iK> Uii^ r«<4^; qhN cW d'^altxxMd^ <«ra eTidoite, mentre tanto le 
i«i<dHi <)i« rtmij^rwixtt^ cn^iscoiio in rafsone seaiplioe diretta dal 
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18. Al Wittstein sono dovute iJue formole diverse. Per ottp- 
nere ana di esse egli assume le segaenti ipotesi: 

1* che ia ciirva di sopravviveDza sia una Hnea retta; 
2' che I'emigrazione B sia uniformemente distribuita du- 
rante il periodo di tempo T. 

Da queste condizioni si puo facilraente dednrre la forma dalle 
fanzioai f? e ^f. La prima ipotesi determina la forma della p, e 
per questo caso abbiamo sopra trovato la (57) 



re a 6 una coatante. 
La seconds ipotesi dara, 



= + (!'„,«) = 



B una costante, 
(Jou qneste funzioni la prima d 



^yco 



1- 



la quale integrata in modo che per o^O, ossia V^^A, dara; 

>'„-*M=(l-.«)(^+;log.(l-»»)). 

Le altre equazioni (51) daranao con facile calcolo 

Jtf^=*M = aJa,-^[B.a; + (l-aop)Iog.fl-«o.)]„ 
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F =<5(l)=(l-«)(^ + ^l0g.(l-a)), 

Jf =«4--[o + (l-«)l0g.(l-«)], 

a 



(T4) 






1 — 



jf'=fi(i_i— ?]og. ^ 



E la (55) diverri: 



f(p (CO) do; 

Le tre prime delle (74), soddisfacendo alia (29), non costitui- 
scono che due eqaazioni distinte rispetto ad a e jS, e servono 
quindi a determinare queste due costanti, poich^ le V, Jf , E sono 
date dairosservazione. Le altre due equazioni danno poi i yivi ed i 
morti y ed M^ relativi airemigrazione. 

Eitenendo intanto per incognita la x ed eliminando la a fra 
la prima delle (74) e la (75), si arriva facilmente alia relazione 

(T6) V=Ax+ ^_^ , 

che h una delle formole trovate dal Wittstein (^) e riprodotta dallo 
Zeuner (^), in base alle fatte ipotesi ; formola che deve servire alia 
determinazione di x. 

19. L^altra formola del Yittstein si ha dalle ipotesi seguenti : 
1* la curva di sopravvivenza h tale che le morti neU'unita 
di tempo per un istante qualunque mantengono una proporzione 
costante coi viventi in queiristante ; 

2* Temigra^ione E b uniformemente distribnita durante il 
periodo di tempo OT. 

Cerchiamo in base a queste condizioni la forma delle funzioni 
p e ^f. Nella curva di sopravvivenza i morti neirunitk. di tempo 

(*) Gt-unert^s ArcJdv, Th. XXXIX, pag. 74, formola (17). 
(■) Ahhandltmgen, pag. 107. 
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sono espressi da 7/ p (7) ed i viventi da y (vedi numero 4). Duiiiiue 


per la prima condi/.ione avrenio: 


?/P(-^„ clot- pM — ct- 


e per la seconds, come nei due casi preGedenti : 


^•^-*(F„,„, = ., 


1 easendo a a 5 due coatanti. 


Con queste fuDzioni la prima delle (51) diventa 


'^+-^"+«-». 


la quale, Integrata in modu che per oj = sia 'Vc^ = A, dari: 


F, = *(.,-(^ + '.).-««-f. 


Si avrk poi, analogaraente ai casi precedenti: 


3fa;=*M=('l + ^)a-e-'"")-S'", 


-Eo = fi « . 


7', = ^{l-«-«-), 


M 


, i-«—' »1 


- "{" . I- 


Le quali equazioni alia fine del periodo OT diventano | 




7=1.(l) = (4+?)«-«-^, 




Jf ='Kl)=(4 + ^) (1-t— )-/J , 


('») 


E=e, 
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e la (55) dark : 

(T8) x = e-^ . 

Le tre prime delle (77) eqnivalgono anche qui, per la (29), a 
due sole equazioni rispetto alle costanti a e iS, e serrono a deter- 
minarle: le due ultime determinano poi le F' ed "M.^ Se fra la (78) 
e la prima e terza delle (77) si eliminano a e iS si ha la relazione 

che h I'altra formola trovata dal Wittstein (^), riprodotta pure dallo 
Zeuner (^), e che dovi'ebbe serrire al calcolo della x* 

20. NeH'opera citata lo Zeuner, dopo di avere riprodotte le 
formole del Wittstein e del Heym, ne propone una sua propria, 
basata suiripotesi che il numero degli emigrati nelPunitk di tempo, 
sia semplicemente proporzionale in ogni istante all*ordinata della 
curva di sopravvivenza corrispondente a quell*istante. Con questa 
ipotesi si puo, anche senzi formulame una ulteriore relativa alia 
curva di sopravvivenza, sviluppare fino ad un certo punto le rela- 
tive formole. Indicata con y Tordinata della curva di sopravvivenza, 
ripotesi dello Zeuner analiticamente si esprime, intendendo con a 
una costante, colla relazione 

^ = *(F«,«) = «y, 

u CD 

ossia, per la (24), essendo in generale 

o o ^ 

col che resta stabilito un legame fra le funzioni f e ^. Intanto la 
prima delle (51) diventa 

(») GruneH*8 ArcJUv, Th. XXXIX, pag. 77, fonnola (25). 
(') Abhandlungen , pag. 110, doye pero, avuto riguardo al significato 
delle letters, per errore si e data la formola (22), cioe: 



\ log. X I 



log. 
che non coiucide con qnella del Wittstein. 
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la qaale, integrata al solito in modo che per oo = si abbia 
Vqj = A, dark: 

o 
Jf (CO) doo 

Inoltre si avrk: 

o 

(81) Eo^= f aA^e^ da=a f ydco . 

o 

09 

Ma S^dm rappresenta Tarea della curva di sopravvivenza cor- 

o 

rispondente alPascissa co; posto dunque per brevitk: 

CO 



Fc = j yd(a , 



avremo 

6 quindi dalla (48): 



fp(CO) dCO 

(8«) ilffl3 = *(co)=^ — aFoj — (il-ailiG?)e^ 

Sark poi a, f. ^ 

r \f{r)dT ff{co)doo 

o 

cio6: 

o o 

a^je^ dt = oi.A^(ae<^ 

ed "" / ? . ' 

I J p ((0) d 03 

(84) i!f'^ = a\2^^-^,o;/^ 

Per 03=1, cio5 alJa fine del periodo OT, chiaraando y^ Tor- 
dinata della curva di sopravvivenza corrispondente alPascissa = 1 
ed Fi la relativa superficie, ponendo dunque 



(86) 
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(85) !/i = Ae' 

le formole superiori diventano 

a 

Le tre prime, soddisfacendo alia (29), stabiliscono due sole rela- 
zioni distinte fra le a, -4^ , ^j , J^i , e non bastano quindi a deter- 
minarle; le due ultime determinano V ed M\ qualora sia noto 
il prodotto a.yi. Intanto la (55) da, attesa la (85): 

o 
J(p (05) d 03 

il che 6 del resto evidente, dovendo la probabilitk di vivere essere 
espressa dal rapporto fra Tultima e la prima ordinata della curva 
di sopravvivenza. Posto il valore di x nella prima delle (86), ed 
eliminate a. mediante la terza, si ottiene 

(88) F=^(^-^' 

Se collo stesso Zetiner si suppone che la curva di sopravvivenza sia 
una linea retta, sark : 

(89) 2?-, = ^1+1^ = ^^^(1 + 3;), 
e quindi 

(90) V=x(A-- ^^ 



1 + xJ' 
Le formole (88) e (90) spno quelle ottenute dallo Zeuner (*). 

(*) Ahhandliwgen, pag. 118, formole (28) e (VI). 



^^^^H 


^ 




^ 
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' 21. Eitenuta la relazione (89), se si pone 




(31) 


0.-3, = 11, 




le tre pri 


me deile (86) diventano 






r={A-tt)x, 




i 


■M={A-lu)il-.), 




1 






2;=i«{l + .); 




ie quali 


ostituendo, nttesa la (29), due sole relazioni distinte ri- 


spetto ad 


11 ed X, GervoQo a determinare qnesle due quantity. 


[ Determinate a ed x, dalla (87) eombinata coUa (91) s 


La: 




C1,,=UX, 




e qnindi 


V ed M' dalle due uitime deUe (86). Quanto aile quattro 


quantity 


a, Af, ^,, f, , dopo trovati it ed a-, esse restano legate 


fiolamente 


dalle tre equazioni (87), (89) e (91) ; una di esse 


h quindi 


arbitraria 






Del 


esto, note le u ed x, si pu6 soguire per tutto il 


periodo 


OT i\ movimento della popolazione. Infatti, essendo rettilinea la ]' 


curva di 


BopraTTiveuza, si avra, secondo la (57): 


! 


dove 8 6 


una costante. Con ti6 la (24) diventa 
j, = ^,(1-Bt), 




e per t = 


-1 

J, — J,(1-(S), 




dflcui 


li = l-^ = l->==z. 




Kel noat 


caso la f e dunque cosi deBiiita: 


J 






^ 
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e con questo valore le (80) (84) diventano 

F'a, = ttw(l— xfCD) , 

Neiripotesi dello Zeuner le due curve BQQ^, BRB^ (fig. 2) 
sono dunque due parabole, e pu5 notarsi che i morti dovuti agli 
emigrati crescono in ragione del quadrato del tempo. 

22. II Dienger (vedi le cita7ioni neirintrodazione) dietro alcune 
sue particolari considerazioni e seguendo un metodo di calcolo ele- 
mentare, ed affatto diverso da quello seguito dallo Zeuner , ha pure 
sviluppata una formola per il calcolo della mortality. Questa for- 
mola pero, esaminata da vicino, si palesa per la formola (90) sopra 
dedotta e dovata alio Zeuner. La diversity d*aspetto della formola 
del Dienger e la diversity di processo nel dedurla furono certo 
causa che il Dienger, pubblicandola alcuni anni dopo che lo Zeuner 
aveva pubblicato la sua, non abbia egli stesso avvertito di avere 
riprodotta la formola dello Zeuner. 

II Lewin (*), mentre trova meritevoli di particolare attenzione 
ripotesi e quindi la formola dello Zeuner, dichiara falsa la formola 
del Dienger, senza quindi essersi ay veduto che essa non differiva da 
quella dello Zeuner. Non si pu5 per5 disconoscere che i concetti 
emessi dal Dienger siano un po* oscuri, ed il Lewin trova a ragione 
singolare Tidea dei predestinati alVemigrazione emessa dal Dienger. 

Non sembra intanto inutile dimostrare qui che la formola del 
Dienger non h che quella dello Zeuner, cio che faremo senza ripro- 
durre i calcoli del Dienger, ma solo riportandone il risultato finale. 

(*) Congrks, pag. 360 e 361. 



Conserveremo in qnesta dimostrazione alle lettere A, V ed M 
il significato che esae banno nella formola (29); indioheremo invece 
con ^' la mortalita e con x' la probabilita di vivere, coaicchfi sark 



Ci6 preinesso, ecco la regola del Dienger: si ealcoH una quantity 
auBiliare b colla 



(Sa) h==-^(A-lrV)-^l^{A+Yy-iM(A — M—r) , 



poi si caleolino le v, y, u ed x colle 

t. = 26, y=A — M-T^ 



(93) 



La mortalita z' sara allora espressa da i 
poichg aella ipotesi del Dienger 



Esposta cosi la regola del Dienger, diraostriamo che essa con- 
doce alio stesso valore numerico della formola (90) dello Zeunev. 
Be ha Inogo la (94) sari anche 








= ^'; 


«+*. 


x+y-u-ii 


x^U 


*+]/ 


A~M- 


-6 



e sostitaendo il valore di 6 dato dalla (92): 



^-jf_l(4+r)+-v(J+F)'-4Jlf(4-K-F) 
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Ponendo in questa invece di M il suo valore 

dato dalla (29), si ottiene: 



(OS) ^.^ y+'^E^A + K/' {A+yf-^{A^y--E)E 

u A 

e liberando il radicale ed elevando a quadrat o 

ossia, sviluppando e riducendo 

Ax^^-^x' {A'-'Y-'1E)=Y , 

cio6: 

Ax' {\-\'X')-^ {X'\'X')'-1Ex'^^\ 

da cut 

2E 



V=x' A" 



1+x 



r / » 



che coincide colla formola (90). Dunque il valore di x', dedotto 
dalla regola del Dienger, h identico al valore di x dato dalla for- 
mola dello Zeuner. 

23. Facciamo per ultimo le seguenti ipotesi: 1* La curva di 
sopravvivenza 6 tale che le persone viventi al tempo t hanno una 
probability di morire prima del termine del periodo T, espressa 
da a(l — t), essendo a una costante; ossia ]a loro probability di 
morire h proporzionale al tempo che ancora manca per iinire il pe- 
riodo; 2* L'emigrazione &i fa in modo continuo ed uniforme. 

Secondo Tequazione generica (24), della curva di sopravvivenza 
le persone y viventi al tempo r sono date da 

o 

y=A^e'^ , 

e per t=1, ossia alia fine del periodo, esse si riducono a 

o 

S(piT)dT 
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Sono dunque morte nel frattempo le persone y — y^\ ossia la pro- 
bability di morire in quel frattempo e, per le persone y, espressa da 

y — Vx 

y 

Per la prima ipotesi avremo dunqae: 

y—yx _ n ^N 

=a(l — T) . 

y 

Sostituendo per ^ ed ^^ i loro valori si ha cob facile ridazione: 



da cni 





J'P(T)<JT 






1 


e' 


= «(1- 


-r); 


T 








Jp 


(r)<lT 






e' 


— 1- 


■«(1- 


-r). 



Prendendo i logariimi e differenziando rispetto a r si ha: 



P(T) = 



1-«(1-T)' 

la quale stabilisce la forma della fanzione f, 
Dalla seconda ipctesi abbiamo 

do, ~^ ' 
ossia per la (50): 

essendo R una costante. Con questi valori di p e >f la prima delle 
(51) diventa 

a CD 1 — a (1 — w) 
che integrata in modo che per (»=0 sia Fci,=il, dark: 

(l-a)(il-/J(»)-iai8a;« 

7 = '^ 

1-/^(1-0.) 

E — ^iinaK di Statistica, 9 
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Senza occuparci delle altre equazioni (51), posto in quest'ultima 
03 ==1, si avrk: 

e dalla terza delle (54) 

La (55) diventa poi 

x= 1 — a . 

Eliminando da queste ultime tre equazioni le costanti a e B si ha: 

id 
X= 



A--E 
2 



che coincide colla (69). 

L'equazione (24) diventa intanlo per il caso lattuale 

A(l-a) 

cio^ la curva di sopravvivenza h in questo caso un arco d' iper- 
bola (1). 

§ V. 
Considerazioui snlle formole precedent! e unoTa formola. 

24. Quando daU'osservazione siano date direttamente lo quan- 
tita A, V, M ed E, e non si abbia alcun dato n6 alcun indizio 
intorno al modo con cui I'emigrazione e Timmigrazione vanno di- 
stribuite entro il periodo di tempo che si considera, sembra piu 
naturale Tammettere che esse abbiano avuto luogo in modo con- 
tinue, anzich^ discontinuo; e puo allora domandarsi quale delle 
ipotesi sopra esposte, e relative ad eraigrazione ed immigrazione 
continua, sia piii accettabile; o se anche non si possano fare altre 
ipotesi piti probabili ancora. 

Da questo punto di vista rileveremo anzitptto che la formola 
(73) del Heym e le (76) e (79) del Wittstein suppongono che la 

(*) Vedi suUo stesso argomento Wittstein, Grunert's Archiv, volume 
XXXIX, pag. 78 e seguenti, e Mathematische Statistikf pag. 16 e 17. 



emigrazione ei3 immigvazione si facciano unifortnemente durante 
il periodo di tempo OT; meutre le forniole (83) e (90) dello Zeuner 
sappongono cbe esse vadaao decresceudo proporzionalmente a.lle 
erdinate dolla carra di soprawivenza. Lo Zeiiner osser^b giusta- 
xaeaie (^) che runiformita dell'emigi'azioQe noa h la piti naturaJe. 
Egli, imiuaginando una gi-ande soeicta composta d'iudividui di 
^arie eta in mezzo ad un gran paese, oYe pur vivono persone di 
"varie eti, e olassificando tutti i viventi appunto secondo le etii, 
OBserva che, almeno per le eta medie della vita, le classi piii giovani 
danno nn contingente maggiore taato d'i mini grati che d'euiigrati, 
e St attenne quindi aH'ipoteai cbe, tanto rimmigraziane cbe I'emi' 
grazione eatro il periodo 2" si distribuiscano proporzionaimanto 
alle ordinate della curva di sopravvivenza relativa a quel periodo. 
Mentre adunque per lo formole (73), (76) e (79) vale I'ipoteai 



per le (88) e (90) vale invece I'altra ipotes 



essendo a \\n coefficiente di proporzionalitii ed i/ I'ordinata JelTi 
ourva di sopravvivenza. 



25. Alio scope di giiidicare di queste ipoteai e delle formole che 
Be derivano, crediamo opportuuo di fare le seguenti considerazioai : 
a) Quanto al tener conto non solo degli emigrati, ma anche 
degl'iramigrati, 6 da notare che computaiido nelle morti osservale M 
anehe quelle derivanti dagli jmmigrati, si rende meno aceettabile 
il valore della mortalita, poiche quest! immigrati, avendo vissuto 
prima di aggiangerai alia popolanione iniziale e stabile A in altro 
ambiente e sotto altre condizioni , turbano randamento normals 
della popolazione stabile A riguatdo al suo successivo estinguersi. 

A questo rignardo sono in massiraa certo giuate !e osserva^ioni 
del KBrBsi (*) per quanto riguarda gl'imraigrati che egli vorrebbe 



(■) Abhan^lmiffeH, pa 
(') Coayehs, pag. 111 
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esclusi dalVosservazione, non pero per qnanto rignarda gli emigrati. 
Del resto, riguardo a quest! ultimi il KSrSsi stesso riconobbe poi 
Topportunita di teneme conto (^). 

Per calcolare la mortality in modo piu accettabile, dovrebbe 
dnnque bensi tenersi conto degli emigrati, ma possibilmente escln- 
dere Pinfluenza di queirimmigrazione, che h eterogenea, e cio col 
non tener conto del morti proven ienti da qaesta fonte. 

b) La rappresentazione accennata dello Zeuner di ana grande 
society in mezzo ad un gran paese, dovrebbe, per il caso cbe si 
considera nella trattazione matematica, essere alcun poco modifi- 
cata in questo senso, che la grande society h composta d*individui 
aventi la stessa etk e non d*individui di varie etk. Bisognerebbe 
dunqne presentare la cosa cosi: Una grande society composta di A 
individui, aventi la stessa etk, trovasi in mezzo ad nn gran paese, 
nel quale vivono persone di varie eih. 

Con quale legge h probabile che si facciano le emigrazioni e le 
immigrazioni qualora per queste ultimo si ritenga che non debbano 
immigrare che individui della stessa eta degli A2 Per le immigra- 
zioni ripotesi dello Zeuner si presenta come la piu probabile, poichd 
esse provengono da una popolazione , da un ambiente , in cui le 
diverse classi di eik sono appunto rappresentate prossimamente 
dalle ordinate y della curva di sopravvivenza ed ^ ragionevole che la 
immigrazione sia maggiore o minore secondo che maggiori o minor! 
sono qaelle ordinate. Ma per le emigrazioni la cosa ^ diversa; esse 
provengono unicamente da quegl! A individui che ad un tempo 
qualunque oo del periodo OT sonosi ridotti a Fq^. 

Sembra dunque egualmente ragionevole che Temigrazione sia 
invece proporzionale a V^y come Pimmigrazione ^ proporzionale 
ad y. Anzi, se si volesse anche tener conto della circostanza che le 
persone piti avanti in etk emigrano generalmente meno delle piii 
giovani, bisognerebbe che la emigrazione decrescesse con ragione 
piti rapida che non decresce la F^. Vedremo piti avanti (num. 37) 
in che modo si possa tener conto grossolanamente di questa circo- 
stanza, e riteniamo per ora che Temigrazione si faccia proporzio- 
nalmente a Fq,. Si dovrebbe dunque porre (ved! numero 12): 

f^iVco,o^) = a' Fq, , y(Vco,co) = a"i/ , 
(^) Mittheiliingeti y pag. 13. 



§ VI. 
Ootifronll frn le divi 



27. EaeeogJiamo ora la prineipali formole superiormente svi- 
Inppate per la determinazione del coefficiente di sopravvivenza x. 
i presentarsi: 



(lOI) 


7 
* A — E 


(loa) 


V+E 
^ A 


(103) 


y+l^ 






^-s^ 


(lO«) 


1 ^ 1 'v ^' 


^ :. + ^. i-a-^)(, 


Caos) 


"(2^' 


Cioo) 


^ r EU,.. 


(103-) 


j_I_|!L=|^ 


Cios) 


^-?+s' 



(lOO) 



A=~ 



1 + ^ 
Jflog.^ 



Come si vede le formole (101), (102), (103) e (105) sono equa- 
zioni di primo grado rispetto alia x, e danno senz'aitro il valore di 
qaest'incognita. La (108) 6 invece un'equazioue di secondo grado, 
la (104) & in generale dd grado «+ 1, e le (100), (107) e (109) sono 



J 
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trascendenti. Prima di occuparci della risoluzione delle superior! 
equazioni, giovera premettere alcuni confront! fra le medesime e 
fra i valor! che danno per la x. 

Dalla formola (104), la quale suppone che la emigrazione sia 
discontinua, s! passa al caso che sia continua supponendo la Ei in- 
finitesima e ponendo quindi 

colla condizione 

I 

(ttO) f-^{t)dt = E, 



dove E rappresenta al solito Temigrazione totale. La (104) diventa 
all or a 

(ttt) A = -'+ \ —^-^ — - , 



e si avranno formole diverse secondo la diversa ipotesi che s! fark 
intorno alia >f . Ponendo 

>f = a = Costante , 

si ha dalla (110) a = ^, e quindi 



1 



xl^(t)dt Elog.x 



1 — (1— ir)« l — x 



per cui la (111), ossia la (104), diventa 

F .Elog.a; 

A :; , 

X I— X 

che h la (106). Si 6 dunque ottenuto per altra via quella delle 
formole del Witts tein, che suppone la curva della sopravvivenza 
rappresentata da una linea retta. 

Prendendo per >f una funzione lineare 

dove a sia differente da zero, si avra per la (110): 
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(113) a + ^y3=-E, 

e se 1ft retta deU'equazione 

passi inoltre per il ptmto Xf (figura 4), ossia, in altre parole, se 
I'einigrazionB avviene proporzioualmente alle ordinate della curva 
di sopravvivenza, dovrii pure aversi 



essendc 


« = 0V. Ma«=j = j-^(n 


urn. 1 


5 in fine), dunq 


(113) 


-r4-- 








Le 


(112) e (113) danno 






J 


a quinc 


2E 2E(I- 
" 1+.' " -1 + . 


j:) 


i 




+ 8,-^^„-;«'-^>'-2Ex' 


-d-i 


t 


coi qua 


i valoii si ha: 








h 


-(l-3-)< .' l-(l-x)t 


2i- 

+ ' 


.A'= 


2E 

l+» 


.1.(1 


1) diventa 


, 






ch« S 1 


(108) data dallo Zeuner. 









28. Nella forraola (104) siano le Et tutte positive, eiod vere 
emigrazioni, e aupponiamo clie per una di esse, per esempio, per 
la JEi diveati variabile il rispettivo tempo ti, mentre i tempi in 

cni faanno luogo le altre eoiigrazioni parziali £i , ivo re- 

Btano inalterati. 



4 
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Considerando adunque noil a (104) la x come funzione solamente 

di fi, e differenziando si trova con facile calcolo 

i 

dx(V Eiti \ Eiil — x) 



dti\x^ ' [i-(i-x)tiyj ii-(i-x)tiy' 

e siccome in ogni caso x<C^l (vedi numero 29), cosi si ha sempre: 

d X 



dti 



>o, 



ossia col crescere della ti cresce pure la x, 

Dunque col ritardare remigrazione parziale Ei si aumenta il 
coefficiente di sopravvivenza x, e siccome cio vale per qualunque 
emigrazione parziale, cosi in generale si puo dire che, col ritardare 
le emigrazioni parziali, si aumenta il valore della a?, mentre col- 
I'anticiparle quel valore diminuisce. 

Dunque una distribuzione delle emigrazioni E^yE^, 

tale che i tempi delle singole emigrazioni siano maggiori dei tempi di 
un'altra distribuzione data, nella quale le Ei restano le medesime, 
dara per x un valore maggiore di quello della data distribuzione. 

Questo ragionamento sussiste naturalmente anche se le succes- 
sive emigrazioni Ei siano infinitesime, e potremo dunque dire che 
quando trattasi di emigrazione continua, il valore della x, a parity 
di emigrazione totale, sara tan to maggiore qiianto piti le emigra- 
zioni saranno prevalenti verso la fine del periodo T, e viceversa. 

Cio premesso, le formole (106), (108) e (109) sono tutte e tre 
dedotte dall'ipotesi che la curva di sopravvivenza sia rettilinea, e non 
differiscono se non per il modo con cui h distribuita Temigrazione. 
Infatti la (106) suppone I'emigrazione uniforme, la (108) la suppone 
decrescente proporzionalmente alle ordinate della curva di soprav- 
vivenza, e fiualmente la (109) la suppone decrescente ancor piii rapi- 
damente, cioe in proporzione della popolazione locale effettivamento 
residua. Ne viene, per quanto sopra si h dctto, che chiamando Xto , 
"Kz ed X le radici rispettive delle tre suddette equazioni si avra 
sempre X<^Xz ^^to > ossia per dati valori di A, Y, M q^ E la 
formola (106) del Wittstein d^ un valore maggiore per la x della 
formola (108) dello Zeuner, e questa un valore maggiore della for- 
mola (109) sopra trovata. 



Le formole (101) e (102) suppongono clie remigrazione si faccia 
tutta in principio o tutta in fine del periodo OT; e slccome quests 
formole sono indipendenti dalls, legge di sopravvivenza, ne viene clie 
esse d anno nspettivamente il valore mininio ed il valors niassimo 
della x rispetto a tutto le altre formole. 

Possiamo dcnque indicare eon Xmin. e con Xinas. i valori dati 
rispettivamente dalla (101) e dalia (102), 

29, Meno facile e il determiaare come stiano quanto a gran- 
dezza, le radici date dalle (105) e (107) rispetto a quelle date dalle 
altre formole. Premettiaroo che, in genenile, qualunqne sia la for- 
mola, la relativa radice 6 sempre compresa fra eerti limiti che ora 
TOgliarao ricercare. Nelle (29) e (32), ciofe nelle 



J ^ ^ ilf+ilf 




le quantita A, V ed M sono essunzialmente 
Cjo premesso, si osservi clie ppr E>0 
ed M'<CJE, e quindi JU-+jH"'<J/+£; i. 
dunque M-^M'<iA—V ed 


positive. 

saia audio 3f'>0 
aa M^il^A-r, 



D'altra parte A>A-M-M', 



ossia 1^1 — ^ ed xt^l. 

Per E<;0 tanto V che M' sono negative, ma ciascuna nu- 
mericainente minora di JB, arendosi 

I Dunque in qnesto caso si lia algebrlcaraente JJf' ^J3, e qnindi 
I M-^-M' ^M-{-E, cioB M-^-M'^A— V, da cui segue 



I D'altra parte E<^0 signiGca ciieprevalel 



nigrazione. 11 numero 



J 
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totale V del vivi esistenti alia fine del periodo si comporra dunque 
dei vivi provenienti dalla primitiva popolazione A, piti i vivi pro- 
venienti dagli immigrati. Tenuto dunque conto del segno inerente 
a F' avremo: 

F>~F', ossia ^ A — M'-E>-^V', 
e quindi 

A:>M+iE-V'), cio^ A>M+M' 



ed 



1 ^- > , ossia 1 — ;er> , 



e finalmente a; > . 

Riassumendo adunque diremo, che qnalunque siano le for mole 
che si adoperano, se J57>0, cio6 se prevale Pemigrazione, il valore 
di X soddisfa alle 

se invece prevale Timmigrazione, esso soddisfera alle 

Se non ha luogo nb emigrazione n^ immigrazione, si ha evidente- 
mente y 

80. Cio premesso, e limitandoci al caso in cui prevale Temi- 
grazione, riprendiamo Tesame delle radici. Ponendo per brevitk 



V M E 



- = «;, -7=wi, -T=P, 



notiamo che le forraole (106) (109) possono anche scriversi 

1—x log. X 

X 

^ wxlog. - 

2px ® V 

X — V= T-7— , X'-V= — . 

l-^-x 1 — a; 

Le radici di queste equazioni possono dunque riguardarsi (fi- 
gura 5) come le ascisse dei punti d^intersezione della retta. 
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(114) y = x — v 


colle qnattro curve 




j)(l-») 
»• log. I ■ 




1 .»a:bg.? 


\ '' 1-:. ■ 


delle qnali la terza 6 un'iperbola, le altre sono traseendenti. Nel 


Begnito indicheremo per brevity la reita. e le quattro curve seri- 


Tendo (j/), (^,), (f/,). (j/,), (!,,). 


Eaaminiamo ora Tandamento di qucste quattro curve per valori 


di X soggetrtl alia condizione 


"S'Ji. 


la quale a verificata sempre dalle radici per E'^0. 


7 




Fig.S . 


/ 




'^ 


y^ylf 


^ 




J> 


f// ^---^ 






S 


/0!.^^ 




* 


. ;j 
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Per x = v = K si ha 

piflog.v p(l— r) 

Mentre danque la y e la y^^ si annullano, le y^ , y.2 , ^5 prendono 
dei valori finiti e positivi, poich6 essendo v<Ci\j sara log. t;<^0, e- 
quindi ^i>0, y.i'^0. Per ic=v abbiamo dunqae 

yi>i/i y'i>yy yz>y- 

Per ic compreso fra v e -|-1» ^^ ordinate della retta e delle quattro 
curve sono positive, come h facile a dimostrare. Quando x si avvi- 
cina indefinitamente a +1, cio6 ad OT, si trova con facile calcolo- 

y = l—V, y^ = y,^ = y^=p = TB , ^^ = + 00. 

E siccome i4 = 7+Jlf+-^, cio^ 

sara l^v+i?? cioe 1 — t^^-J?. Per x=-\-\ abbiamo adunque- 

yi<y , y2<y^ yz<y ^ yn>y' 

Questo confronto delle ordinate per x=v e per x=-\-l dimostra. 
intanto che ciascuna delle tre curve (^J, (y^) ed (y^) interseca 
fra x = v ed x = -\-l la retta (y) un numero dispari di volte. 

Quanto alia curva (y^), la cui ordinata per x = v ^ nulla,, 
come quell a della retta (y), si trova facilmento 

m(l — iz;+log. -) 
dy^ \ vj 



dx iX — xy' 



e per x^=v 



dx )v 1 — V ' 



Ma dalla \ = V'\-m-\-]p si ha 



l>t; + m, cio^ <Z^r 

1 — V 
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^ 


danque , , 




ossiala tangenie ZC Z7 alia, curva (*/,) no! runto iT ha si 


ll'asse T 1 


un'inclinazione minore di 45°, raentre la retta (^) hii buIIo stesso | 


aase I'inclinazione di 45°. 


■ 


Esistono dunque necessariamente sull'asse T dei 


mnti com- ' 


preai tra. K e T ed abbastanKa vicini a K, per i quaU 


Tordinata 


delJa onrva Q/,) •> minore deU'ordinata c orris pendente 


della retta 


XS. E sicKOroe iu prossimita del punto T ha Inogo 


I'oppoato, 


poichfe le ordinate della cnrva crescendo indefinitaniente 


si manten- 


gono positive , cosl anche la curva (y^) intersecliera fi 


a 3!=!! ed 


a:=+l la retia KB un nuniero dispari dl volte. 


, 


Si trova inoltre taeiioiente 




, dy, j)(a' — I— log. :j) 


J 


1 dx (l-;i)= 


^^m 




iV 


\ dp, 2p 
' dx (\^uf' 


^ 


a eui agginngei-enio la giii trovata 


n 


.,. -h^+'-^'i) 




dx {1-4' 


Ora, entro i limiti assegnati alia x, si ia 


1 


iog.x=-[(i-^)+^(i-4-^+J(i-:cr+... 


■)' . ' 


dunque 




:c-l-hs.x^l{l^xr+l{l-xf^ 


, 


cio6: 




(118) a;-l-log.a;>0; 




dunqne ancha rfy, 


i 
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Si ha inoltre 



e quindi 

r,mH+>-'>+ 



cio6 

dx 



(S)>». "°'»^' r«(ii-:)<»- 



cli6 confrontata colla seconda delle (117) d^ la relazione 
(1 20) x — l — x log. a; < 

analoga alia (118). Si ha poi senz^altro 

^^5 



dx 



>0. 



Quanto a -^ si noti che h v<^l, e che quindi per x coin- 

Cv X 

preso fra t; e -[-1 si ha 

- >• 1 , dunque log. - > , 
quindi anche 

1 — a? + log.->0 , e percio -7^ > , 

Essendo dunque entro il dato intervallo le 

^Vi dy^ dy^ ^ dy^ 
dx ' dx ' dx dx 

tutte positive, ne viene che le ordinate delle quattro curve (115) 
vanno sempre crescendo da x=^v ad x=^-{-\. Per a?=l si trova 

^^^^^^^ 
dx dx dx 2 ' 

cio6 le curve (^4), (^3) ©^ iVz) si toccano nel punto B, 



A 





f -'«- ] 


1 Passsndo alia derivato aeconde si ottiene con facile caicolo 1 








d'a, 2(l-ir)+(l+.)log.» 


(isei) 






<!■„ i-'+2'i»8-; 


d:.- "■ l(l-;l)> ■ 


Sviliippattdo il nnmeratore di -j— ~ in serie per potenze crescenti 


di 1—x, si trova 


> + ..,o._w.(<l^- + <^' + ) 


con leggo manifesta. Dunque 


S;<»- 


Inoltre, poato tj^^^"' ^'^ ^^ 


Iog.a; = iog. (!-«)- log. (1 + «) = -2(m + ^ + ^ ) 


>ii_'.l±£,.,.„_._,(^ + !l' ), 


dob 


2(l-^-) + a+^)iog.:c = -2(l-a.)(~ + |' ), 


dunque 


(IKK) 2(l-a;) + (l+a;)log.^<0, 


e quindi, per essere log.':c<;0, 


S'<»- 


E — Annali di StatiHica. 10 


•- . i 
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Si ha in segniio evideniemente 



dx' 



0. 



X 

E tinalmente, avendosi 1— ,ir*>0, log. ->0, 

V 

dx^^ 

Le quattro curve adnnqne entro i limiti considerati non hanno 
flessi; la {y^ rivolge la sua convessitk verso Passe delle x, mentre 
le altre tre vi rivolgono la concavitk. 

Da quanto precede intanto risulta che ciascnna delle quattro 
curve, entro i limiti considerati, intersecherk la retta {y) una 
volta sola. Ossia, in altre parole, ciascuna delle quattro equazioni 
(106).. .(109) possiede una sola radice reale compresa fra x^^v 
ed ic=-[-l. 

31. Si consideri ora la funzione 

e si avrk con facile calcolo 

d^ _ [2{l--x) + {l-\-x)\o^,x']io^.x 
dx (1 — ^)^» 

Ma si ha log.ic<0, dunque per la (122) 

cio^ la ^ va crescendo da x=v ad a7=-|-l. E siccome per a?=l 
si ha ? = 1, cosi per x compreso fra t; e +1 sark 

?<1, cio6 a;(^J<l. 

Da questa si ha, atteso il segno di log.^, 

X log. X ^ l — x . ^ 

-r-^ — j>\ > ossia y\<^y% ' 

1 — a;. log.ic' ^i^^« 



dft cni facihoente 

— pxlog.x 



>r 



Ps<yi ■ 



Dnnque, entro rintervallo KT (fig. h) le ordinate delU cnnra ($J 
sono minori delle rispettive della cnrva (jj), e qnelle della (yj) 
minori delle rispettive della (y,). Ora, essendo queate tre curve in- 
tersecate nna sola volta dalla retta KS entro lo stesso intervallo, 
B eio nel inodo sopra esposto, ne viene che I'intersezione colla (y^) 
avra nn'OiScissa minore dell'intersezioae colla (jr,), e i'intersezioDe 
colla f*/,) avra un'aseissa minore dell'intei'sezioiie colla Q/^). 

i)ette dunqae X^ , Xu, ed Xu;- le radici delle equazioni (lOS), 
(106) e (107) rispettivamente, sari: 

L'ascissa del panto Q d'intersezione della (^,) colla (i/^) 
ponendo y,^y, , eio^ 



il valore cercato, f 



e chianiatido X^^ 



(133) 




che 6 il valore dato dalla f mola del Heym (105). 

Chiamianio y,"0 1 o d nata del punto Q d'intersezione, ed j/W 
I'ordinata della retta (j) o pondente all ascissa Xr e cerchlamo 
se la different a 



= yi""' 



uW 



sia positive o negati-t 
e dalla (114) 



a. Avremo h, tai fine dalla pni 
Xi, log. Xk 



1 delle (115) 
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^=v^Xh'-p. —. = — 

l—JLh 
Ma ponendo per brevity 

si ha dalla (123) 

(t«5) ^h = v^ , 

e qnindi 

X v^log. t;^ ;{/t;^~^ — 1 log.t;^ 
A=i; — t;*^— 1?. 2^—^=pv^ 2 — -1 . 

1— t;d \ p i_^ 

Ma elimiaando la m fra la (116) e la (124) 8i trova 

e perci5 

(.»«) A=<l-S)(l-t;).5f-^^l!=:i ^V 

V(l-5)(l-») 1-t;*/ 

Ora si ha con serie convergente 

1,1-5 = 
[l_(l_„)]i-5 = l_(l_5)(l_„)_(L:i?)i(i_v)2_... 

e qnindi 
(l«y) 



(l-5)(l-t>) 

-(i+|<.-.)+^(.-.)-+'-^^±J|^a-.).+...) 

Si ba pure similmente 

log. v^=\og.[l-(l-v^)]==-[{l-v^)+\{l-v^y +...], 
e percid 

log.t;" 



1 — t? 



=_(i+i(i_,s)+i(i_„8)»+...). 



5 V ' 2 ^ ' ' 3 



Se in questa serie si sostitnisce a p" il valore 

«» = [l-(l-.)]» = l-S(l-.)-^<lf^'(l-.)--... 
e si ordina il risuitato per le potenze crescenti di 1 — v, si trova 



(138) 



1-v 



-(l + ^(l-t)+^(3 + 5)(l-vr 4-^(2+8) (!-«)»+...). 
Sostituiti i valori (127) e (128) nella (126) si ha 

A= '"-"7,^-"-' (l + ^(2+»,(l-.)+...). 

nella quale 1— v ^ generaUnente una piccola fraziooe. Esaendo 
dnnque 1 — S>-0, 1— v>0, sari pure 

A>0, . cio6 ffiW^pW , 

oBsia. i! punto Q trovaai snperinrmenta alia retta KR. Ne viene, 
atteso randameato sopra studiato deUe carve (yj ed Q/n), cho 
I'asciBsa Xh del punto Q e niaggiore di 2 e minora di Xwi si 
ba cio6 

Z<Zft<Z„. 

In altre parola: il vabre di x dato dalla formola (105) del Heym 
h intermedio fra il valore dato dalla (109) e qnello dato dalla (106). 

32. Ma aopra (nnmero 28) abbiamo rioonoacioto che ancbe il 
valore 2- dato dalla formola dello Zauner era intermedio fra X 
ed X«. Resta danque da confrontare il valore Xi, del Heym col 
valore Zj dello Zeuner. 

Quando il numero M dei morti constatati egnaglia il nuraero E 
degli emigrati, la formola del Heym dh per I'incognita x lo atesBO 
valore che e dato dalla formola dello Zeuner. Infatti se M=E ai ha 

M I 



Ji + JE 



I 




J 
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e quindl dalla (105) 

Ma per la data uondizione si ba pure 

A=V+M+E=V+2E , cioh 2E=A-V. 
Con questo valore la (108) diventa 

A = - + '^, — , cioe Ax^=V, 
X l-j-x 

e quindi 

Xz = \,/ -2=^h . 

Quando il numero del morti non h egnale a qnello degli emigratiy 
la formola dello Zeuner dk un valore maggiore o minore della for- 
mola del Heym; e precisamente lo dk maggiore^ se il numero degli 
emigrati h maggiore di quelle dei morti » viceversa. 
Cerchiamo infatti in generale la differenza 

Ai = Z5 — Xh • 

F E 

Kitenute le posizioni t? = — , p=— , la (108) diventa 



X 1+^ 

e dk, avuto riguardo alia (116), 



dunque, avuto riguardo alia (125), 



A.=«=5 + V/(S^)'+.-.». 



Ma le (116) e (124) danno 

p — m 1 — 21^ 

"2"" "~~2~ 



(l-t;), 



i serivere 1— (1 — u) in laogo di u e [1 — (1 — vy\" i« 
Inogo di V , il valore di i, potra 



-11 -(!-.')]* , 

e BvilapparBi quindi per potenze creacenti di (I — v). Opemndo 
si trova 

Ossei-vando che 6 sempve S<;1, si deduce da qnesto valore 
di Ai che ai tre casi 

1 — 2S>0, 1— 2S = 0, 1 — 2S<0 

corrispondono i tre 

4,>0, 4, = 0, A,<0; 

ossia: ai tre casi 

E>.Tf, E = M, E<iM, 

corrispondono i tre 

z.->a:/, , x, = Xh, x-<x^. 

33. Consideriamo per ultimo il valore dato dalla formola (103), 
Talore che chiainerenio Xg, cosiccb6 sarii: 

y-\-\E 

(130) Xf, = ^, 

A—- E 



e confrontiamolo col valore X,,-- dato dalla (107). Essendo la X.a< 
radice dell'equazione (107), avremo: 



~ X^' X„.|og.X„' ' 
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1— Zto< 



(131) AX^-'Y= — E,.^ . 

Ma 

e 

-^^^=iH-|(i-x„')+|(i-x„.)*+...; 

da cui facilmente si ba 
Ponendo dunqae per brevitk 

z= 1 (1 -x„o'+ ^ (1 -x„.)*+ • . . 

sark Zy>Oy e si avrk 
cio6 

^ 1 — Xto' l-|-^to^ _ y , 

log.Xw' 2 

col che la (IBl) diventa 



ossia, cavando il valore di Xw' , 

^ ^+^^ EZ 



a-\e a-\e 

e quindi per la (130) 



^-\- 



Dunque, essendo Z una quantita positiva. 



to' "^ ^g * 
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Quanto al valore di x dato dalla (lOi), avuto riguardo ai di- 
vers! Talori che possano avere le (,, f^, ece., esso puo naturalmente 
eaaere maggiore o minorH di uno qualunqne di quelli dati dalle altre 
forraole, ad eceezione dei valori maesimo e miniino dati dalle (101) 
e (102). 

Biaasumendo i risultati di questo paragrafo relativamente at 
valori del coefSeiente di aopravvivenza x, dati dalle varie formole 
considerate, noi possiamo dire: il masBimo valore h dato dalla for- 
mola (102); poi vengono, con ordine decrescente, i valori: 

Xg dato dalla (103); 

Xr.,- > (107), dovuta al Wittstein; 

X^ . (106), id. ; 

Xft ed X: dati dalle (105) e (108), dovate rispettivamente 
al Heyni ed alio Zeuner; 

X dato dalla (109), superiormente dedotta; 

e finalmente 11 valore rainimo dato dalla (101). 
Quanto ai due valori Xh ed X: dovuti al Heym ed alio 
Zeaner, quello del Heym h maggiore, eguale o miuore di qnello 
deUo Zeuner, secondoch^ il numero dei morti osservati ^ rispetti- 
Tamente maggiore, eguale o miuore del numero degji emigrati. 



§ VII. 
Formole prfttlctae. 

34. La bontii di una formoJa, per il ealcolo della mortalita nel 
caso cbe qui cousideriamo, puo giudicai-si dal panto di vista intrin- 
seco, in quanto cio^ le ipotesi sulle quali la formola b appoggiata, 
corrispondano piit o meno al modo in cui remigrazione e le motti 
aono reslmente avvenute; e queato 6 certo il punto di vista esaen- 
ziale. Ma puo anche considerarsi dal punto di vista delia facility 
con cni la formola ai pu(> numericamente applicare; la quale cosa 
ba pure un gran valore quando il ealcolo della formola debba ese- 
guirsi molte volte di aeguito. 

Intorno al primo punto di vista si sono esposte sopra alcune 
considerazioui (numeri 24 c 25). Soggiungeremo soltanto come la 
formola (104) meriti specialmgnte di essere conaiderata per tntti 
quei caai nei quali I'andamento della emigrazione sia noto e aia 
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troppo discordante dalle ipotesi che hanno dato origine alle altre 
formole. Con qnella formola si pa5> infatti approssimarsi, fino a quel 
grade che meglio si crede, all*andamento vero della emigraziose 
e dednrrd quindi con molta maggiore precisione il coefficiente di 
mortality . Di questa formola, come delle altre, daremo in fine nn 
esempio numerico. 

Esaminando le formole (101) • • • (109) sotto il secondo panto 
di yista, qnello cio^ della maggfiore o minora fa^lit^ del csleolo 
namerico, si yede senz^altro che le formole (101)> (102) e (109) soni^ 
di facilissima applicazione numerica; ed anche ]a(l05), dorata al 
Heym, sebbene non cosl semplice come* le precedenti, si preeta fa- 
cilmente al calcolo logaritmico. Tutte qtieste formole si possono 
dnuqne ritenere per adatte al calcolky numerico. 

La (108), dovuta alio Zeuner, implica la risoluzione di una 
equazione di 2^ grndo ; la (104) la risoluzione di un^equazione di 
grade n-f-l; finalmente le(106) e (107)> dovate al Witt^in, e la 
(109), superiormente dedotta, la risoluzione d^iuia equazione tra- 
scendente. In generale adunque queste formole sono nteno adatte^ 
al calcolo numerico. 

Ma siccome le ipotesi da cui furono d;edotte possono essere 
giudicate piu corrispondenti alia realtk dei fatti, cosl conviene esa- 
minare come si possano abbastanza speditamente avere i valori dati 
da queste formole, si a sostituendovi delle formole approssimate^ 
sufficienti in pratica, sia indieando qualche procedimento facile di 
successiva approssimazione. 

Lo Zeuner {^) pariando deUe formole (10ft)re (107) del Wittstein 
osserva che esse sono disadatte al calcolo. diretto della. x. Queata 
osservazione pero perde in pratica il sqo valore quando si riesca 
(come fece il Wittstein) a sostituirvi delle formole ^>{»XM9simatey 
le quail, mentre conservano il carattere speoiale deiripotesi su cui 
sono fondate, danno d^altra parte per la x un, valore abbastanza 
esatto per la pratica. 

Lo Zeuner stesso 6 entrato in questo concetto dell^approssima- 
zione, poich^, oltre a dare il valore esatto della sua formola, ne da 
dei valori approssimati. II valore esatto b dato dalla(129); chia- 
mandolo Xzt come sopra si ^ fatto, sara: 

(*) Ahhandlmigev, pag. 110. 






Egll ihi inoltre dae valori B.pprossimati , di coi I'ano, che dii-emo 
X'g, si ottiene come aegaex si svilappi il qaadrato sotto il radicale, 
dopo aver posto M^A — V—E, e ai avrb: 



') + A 
4EU- 



_(i:—]\[)''+iAV _ 



i quindi 



Eitenendo ora i j 
alcune ridazioui 



4^^ 



-3f J.4 F / -t-EJf 

ai due termini dello sviluppo del radicale, fatte 
arriva alia formola approssimata 



(133) 



_, V T, 2V+E 

^'-A + A-^+r- 

Lo Zenner ottiene poi I'altro valors approssimato, che diremo X" 
traacTirando nella (132) il qnadrato I —^-j— 1 1 col che si ha 



(I3«) 



X"- 



-M 



■I .1 



■ + V' 



II valore X'; h tiE po' raaggiore del valors esatto, poichfe i 
trascarano del termini negativi. 

Delle due formole approsaimate lo Zeuner riiieuf 
preferibile la prima. Egli da anche un metodo C) per calcolare la 
X; mediante successive appro^simazioai, unuch^ mediante la (132). 

Quanto al pi-ocesso di calcolo proposto dal Dienger, esso con- 
duce, come abbiamo sopra osservato (numero 22), alio stesso valors 
nuraerico dato dallo Zeuner; ma vi conduce per una via piii lunga, 
e quindi da non seguirsi. II Dienger poi non di alcuna formola 
approssimata. 

(') AhkaKHxmge», pag. \%% formoU 136b). 
(*) Idtm, pag. 123. 
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35. Veniamo ora alia risoluzione della (104). Se in essa si 
pone jer=l — ^ si ha: 

e quando le Ei siano positive^ essa possiede n-|-l radici reali 
comprese fra i limiti 

j^ I 1 

come ^ facile dimostrare. Se alcune delle Ei sono negative, Tequa- 
zione puo avere delle radici immaginarie. 

La radice che fa al caso nostro ^ qnella compresa fra ed 1 
(numero 29). In generale le Ei sono piccole rispetto a F, e quindi 
si potrk convenientemente determinare la radice cercata calcolando 
il termine 

con un valore approssimato di jr, per esempio, con 

M 



Sc = 



a-Ie 



dato dalla (70). Si avr^ cos\ 

(t30) ,.= V^_^. 

e quindi 

A- ^ c 

da oui wn primo valorv 

Y 



^ — tf» * 



(IST) ori^^l-^i^: 

col quale si potr^ prooedeor^ ad ultwiori approssimaiioni. 

Piii rapidamente ai giunger^ alia determinazione della radice 
oercata* stabQendo il valors approssimato «« nella sapposizi<nie cbe 
tutte le emigrasioai JRi ab\>iaiio airuto lucgo ad loui tompo T in- 
termedio ai tempi l| » U% «%«««% K^ % detenainalD dall^equazione 



(138) 
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analoga a qaella cha serve a determinare la posizione del centro di 
gravity. Per determioare Xa si avrli allora I'equazione 



(140) 

dove 
(1^1) 



v/-.- 



_T(A-r)-{-A — T: 

2AT 



I 



Oon qaesto valoro di e^ ai procederk poi come sopra. 

I valori dl a^ e di T possoao esprimersi anche come segae: 



=Eai+0.ti+isju'+. 



Ponendo danqae 






>i -El -JJ 


(142) 


'1^ E,t,=B, 




'^" -El '."=«! 



ff„ = E-|-j3.e„ + /3,^„'+. 



Oaserviarao intanto che Be remigrazione diventa nniforme per 
tntto il periodo di tempo, la (104) si trasfomia nella (106), come 
abbiamo sopra osservato (nnmero 27). In l.al caso la (13S) diventa 
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SEtdt 

rf «J * 

— E — 2 ' 

e la (139) 

y E 



1-Xo ' , 1 

1 Zo 



ossia, poDendo je:o = l — iTo, 



Xo l + aTo ' 

cbe h la formola dello Zeuner. 

Da questo panto di vista si pa5 dunqae dire cbe il yalore dato 
dalla formola dello Zeuner h an yalore approssimato della formola 
(106) del Wittstein. 

36. Ancbe il Wittstein ba dato, in sostitazione delle formole 
(106) e (107) a lai doYute, delle formole approssimate i}) cbe ora 
dedarremo. Si h sopra trovato (119) 

^=-(.,+'(,_.,+la-.,+ ). 

da cui facilmente 

Si avra inoltre 

Con cio le (106) e (107) diventano, tenendo conto dei soli primi tre 
termini della serie 

Ax= 

(') Gi-uneH'a Archiv, XXXIX Theil, pag. 75 e 77, formole (22) e (28). 



i da queate si attiene 



sry 



1 , 



Eitenendo come prima approssiniazione 

(1^4) X, = -— , 

A--E 

e sostituendo qaesto valore nel secondo membro iti laogo di 3:, a 
chiamando rispettivamente X'u, ed X' ib' i valoti che ai ottengono, 
ei la come formola approssimata della (106j 



■5^; 



mata della (107) 
E 3/^ 



II Wittstein, che d^ quests Formole, opina del resto che nel 
caso di afisicut-azione sa1la vita, la foimola (\H) dia gia un valore 
abbastanza approssiiuato. La (144) non h altro che la (ISO), osaia 
1ft (103), BOpra trovata per altra via. 

37. Anche alia formola (109) si possono soatituire delle t'ormole 
pill aemplin per giuDgere a conoscere il valore di x eon suffitiente 
approssimazione nei casi della pratica, Ritenute le abbreviazioni 



la (109) puo s 
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Considerando la carva 



X 

{l^y) y=(l — a:)(a: — v) — mxlog. - 

V 



Bi yede (figura 6) 



Fi^.6 



O ^K 



che cssa interseca Tasse delle x per x^=v\ e si tratterk dunque di 
trovare per quale altra ascissa, compresa fra t? ed 1, la carv& 
intersccbi ancora Tasse delle x. Si ba intanto 

dx V dx^ x 

dalla seconda delle quali si desurae cbe la curva non ba flessi. 

Seguendo adunque un procedimento analogo a quello esposto- 

in altro lavoro (^), potremo prendere una parabola coirasse paral- 

lelo airasse delle y, la quale passi per il punto K ed abbia in esso 

dy ^^y 

punto colle curva (147) comuni il -~ ed il -j—^ . 

Oi X u X 

L*equazione generale di tale parabola ^ 

(1^8) ^-yt^Bir-XiY 

ed avremo 

dx^ dx^i 

(') De quaeatione radieutn realium euinsUbet aequationis numerkae uniua- 
ineognitae - Giprnale di matematiche, yolame XIU. Napoli. 
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he Ay 6 e y sono costantl da determinarsi. Dovendo la parabola 
passare per il punto K dovra essere ^i = per jr^ = Vy ciod sara: 

(I4l9) oL = B(y — vf, 

Dovendo essa in secondo luogo avere nel punto K la tangente 
comune colla curva (147), sara 

(150) i^=2i8(y-i;), 

e dovendo final mente aver comune in esso punto il -7-? , sark 

(151) -^2-- = -2/3. 

he (149), (150) e (151) determinano le costanti a, j8 e y. Ma la 
parabola interseca Tasse delle x nei punti determinati dalle ascisse 



Ora per la (149) v / - = y — t? , dunque 



6 



X' = 2y-v, X'' = v. 

Lasciando dunque la X'', che non fa per noi, avremo il valore 
approssimato X', il quale, posto per 2y il valore ottenuto dalle 
(150) e (151), diventa, dopo facili riduzioni, 

v(a-Im' 

(15S) X'=— — 



a[v+Im 

Siccome il -7-^ procedendo da K verso T va diminuendo nume- 

d X 

ricamente per la curva (147) mentre resta costante per la parabola, 
ne viene che I'ascissa X' 6 mmore della vera radice X dell'equa- 
zione (109). 

Questo risultato h dunque favorevole, quando si voglia tener 
Gonto della circostanza che i vecchi in generale emigrano meno dei 
giovani (vedi numero 25). Infatti il rapporto 

E • - Ah noli di Staiislica, 11 
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" V - -=« 

data dalla (96), e die fu ntenuto costante nella deduzione della 
formola (109), in rcaltii va alcun poco diminuendo durante il pe- 
riodo considerate; ossia, in altre parole, Temigrazione E provale 
sensibilmente verso il principio del periodo piii di quello che sarebbe 
indicato dalla costanza di quel rapporto. Ora, per cio che si 6 ve- 
duto al numero 28, questa preponderanza delPemigrazione al prin- 
cipio del periodo tende a diminuire il valore della a?, ed a cio 
corrisponde appunto la trovata formola di approssimazione. 

Qualora si desiderasse avere con maggioro precisione la vera 
radice deirequazione (109), si potrebbe procedere vantaggiosamente 
come segue: 

AlPascissa X' data dalla (152) corrispondera nella curva (147) 
un punto Q che avra Tordinata 

<ir>3) . /A — (l-X')(X'-t;)-mX'log. ^' 



° V 



e la tangente 

{t .^^) fo=p - 2 (X'- V) - m \oy. — . • 

Si determinino ora le costanti a, /j e y della parabola (148) in 
modo ch'essa passi per Q, ed abbia in Q comuni coUa curva (147) 

tanto -r— , che -~~, . Si avra allora per la determinazione di 
dx dx^ 

queste costanti 

«-?/»= /3 (7 -X')'-', L^2li{y-X'), -2--- = -2/3, 

Questa parabola interseca I'asse delle x all'ascissa 



A".= 7-f\/«-' 



li 
ossia si lia come seconcio valore appi'ossiinato 

K 

dove 
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(ise) x = 2 + — . 

Mediante la X'l si potrebbe passare ad un successivo valore 
approssimato X'.,; ma nei casi ordinari non occorrera spingere 
tanVolire Tapprossimazione (vedi esempio al numero 41). 

Alia vera radice della (109) si puo anche rapidamente acco- 
starsi procedendo come segue: 

Pasta Tequazione sotto la forma 

X 
m T \ocr, - 

\ = x+ , 

• si ponga x=v (i-\-a), esseiido e in general e una piccola quantita, 
e si sviluppi il secondo membro secondo le potenssO' crescent! di f , e 
si avra per determinare la f Toquazione 

i=.+».H-(t;+i,»).-».(.;;.^-^^^+;;',- ), 

•cioe ponendo 

e ricordando essere \=v-\- m -}- ;; 

La 8 sara in generale una quantita assai piccola. Trascurandola, 
si avrk un primo valore di e: 

(1I>8) c..= ^^.-=- ^ , 

V -i- - ,„ F -^ ^ M 

col quale, calcolata la 6', se ne avra un secondo piii appi'ossimato, 
e cosi di seguito. Tiitcnendo per e il primo valore fo ^\ ba 
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che facilnoente si riduce ad 

1 \ 

VIA--Mj 

\f-— ) *^ _ _ 

valore sopra trovato per altra via. 

\Se si prende S=-m eo"j si ha il valore 

D 

1 
-m£o- 

fl = foH y - , 

e quindi '^ 

I , 

(ISO) X\=v (I +,,) = X'+ , 

' *i 

ehe nei casi ordinari della pratica si avviciaera sufHcientemente a 
vero valore X. 



38. Biassumendo i risultati di questo paragrafo, raccogliamo 
qui le formole pratiche sviluppate per servire al calcolo della x. 
Prescindendo dalle due 

Y I j^ Y 

(I GO) Xnax.= 'z ed Zmin.= -J ^, 

A. A — ±j 

che danno i limiti estremi del valore di x, esse sono: 

(IGI) Xg = — proposta da vari autori ; 

A--E 

M 

(1 62) Xh =(2)^^^^ proposta dal Heym; 

y+\E \em^ 

(163) X'«>= :j j — ^ proposta dal Wittstein; 

A--E [a—^E^ 
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(1 €MI) X\r.> = — ■ *" -J — r» proposta dal Wittstein; 



A-}:E (A-'.E) 



> I 9 



\. 



proposte dallo 



{t BT) X' = proposta nella presente Meraoria. 

Le formole die si prestano ad un calcolo nuinerico piu rapido 
sono evidentemente per ordine le (161), (167) e (166), cio^ quelle 
che condacono ai tre valori Xg , X' ed X'- . Le altre non esigono 
certo caleoli difficili, ma ad ogni raodo pid lunghi; e quindi Tuso di 
quelle formole non potrebbe giustificarsi se non in quel casi nei 
quali le ipotesi su cui sono fondate si riguardino come meglio cor- 
rispondenti alia realta. 

Giovera intanto, prima di fare altre considerazioni intoruo alle 
formole superior!, fame qualche applicazione num.erica, nella quale 
pero non daremo i valori risultanti dalle formole del Wittstein, 
limitandoci ad osservare che essi, come sopra fu dimostrato (nu- 
mere ^3), sono sempre compresi fra il valore Xg ed i valori del 
Heym e dello Zeuner. Siccome poi i valori X- ed X'^ permettono 
il confronto fra il valore esatto ed il valore approssimato dell a for- 
mola (108) dello Zeuner, eos\ anche per la formola (109) daremo 
negli esempi il valore esatto X e Papprossimato X'. 

S VIIL 
Esempi e coaclasioni. 

39. Premettiamo agli esempi numerici due osservazioni. In 
primo luogo la semplice ispezione delle varie formole sopra svilup- 
pate per il calcolo della mortality z o del coefficiente di sopravvi- 
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venza >. ta veder^ efae il valors di qnest« qoantita Don dipende 
Jal valore as&oinlo d-^Ue quaitrM qnantitk 

A. r. Jf. A, 

•jh^ s'lneoTiirano zitV.e ioT mole, ma ^]ainent<e dai rapport i fra esse 
quantiia. E sic^?'!!)^ d'altra (iarte qa€-lle quattro qoantita sono 

ne viene cfa» per detem'i:nare ja j oppure la jr liasta ooaos^ere due 
dei rappc-rti fra quelir qnailr:. qnaniita. ?5e, per esempio, per un 
dato (-&$<:• si sapfsse cbe il samero dei inoni osserrati fn la decima 
}>ane df'lla jiopC'lazione primiiiva. e cbe i'emigTaziooe asce&e adae 
terzi dolla cifra dei nvirti. s^i arreM-f- qnanto ba&ta peril calcolo 
della € e della j. 

Noteremo in se<-on<io luogo. nferendcK-i a qnantci fa gia osser- 
vato da^ Wittstein i}u che lo spingt-rr :! caleolo della j o della x 
oltre la qnana o tutt'al piii la quiiita decimale, e in generale cosa 
illosoria. poicbc i dati stAti>iici. ^u eni quel caleolo e iMisato, diffi- 
cilnoente ra^glnngono tale gndo di esatteua. Inch re. rigaardo 
alia soipposizione cbe ]>mig-razione >ia continna inel caso matema- 
lico), e pore da osseixarf* cbe essa non poo esser mai assolntamente 
esatta; poicbe meno d^nn indiridnn alia Tolta son pno emigraie. 
Simile oaservazione vale per la moitalita. Aache per qnesta ragione 
lo spingere il caleolo oltre la qnlnta cifra direiita in generale ana 
jfl'Acisionc illnsoria. 

Xegli esempi s!«|g:aeiiu pero. alio scopo di meglio oonfrontaxe 
fra lore i risnltati delie tormole. noi spingeremo generalmente oltre 
la qninta cilra il ealcolo della j. 

40. Cio premesso. prendiamo per primo esempio qnello trattato 
dal Hoyni, c ix)i ancbe dallo Zenner (^). nel qnale si ba 

-4=100Ch), Jf= d2,8. 



•^ fyy'unei't'f Arrhir. Th. XXXIX. pag. 76. 
"' A}»httntOmitfft^. p»p. 12S. 



1 
A 
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Medianie le formole superiori si trova 

Xg = 0, 9906519 , X^-= 0, 9906515 , 

Xh = 0, 9906516 , X = 0, 9906513 , 

X, = 0, 9906518 , X' = 0, 9906510 . 

11 calcolo si h qui spiuto fino alia settima decimale per rendere 
sensibile Tinfluenza delle varie formole. II massimo ed il minimo 
sarebbero 

Xnax.= 0, 9907200 , Xnin.= 0, 9905825 . 

Come si vede, i valori trovati coincidono fra loro fino alia sesta 
decimale inclusiva, e eio mostra che quando il numero dei morti e 
degli emigrati non arriva che a due o tre centesimi della popola- 
zione primitiva, h indiffei-ente Tadoperare una formola piuttosto 
che I'altra, mentre Tinfluenza delle varie ipotesi, su cui le formole 
sono basate, svanisce entro i limiti di approssimazione a cui ragio- 
nevolmente si puo spingere il calcolo (^). 

Dai risultati di questo esempio lo Zeuner trova argomento di 
abbandonare la formola del Heym. Ma quei risultati possono invo- 
carsi egualmente bene per abbandonare le formole dello Zeuner 
ed attenersi alia (161), che h la piii semplice di tutte. L'esempio 
danque non si presta affatto per decidere sulla rispettiva bont^ 
delle formole. Esso prova solamente che in condizioni simili a quelle 
deir esempio, qualunque delle formole proposte puo egualmente 
servire. 

41. Ma veniamo ad un esempio nel quale il numero dei morti e 

degli emigrati sia piu sensibile rispetto alia popolazione primitiva. 

Abbiasi , ^^«^. ^, --^^ 

A = 10000 , JI= 1500 , 

V= 7300, 7';= 1200 .. 

Calcolando a sei cifre decimal! si trova 

Xg = 0, 840425 , X^= 0, 839595 , 

X/, = 0, 839592 , X =0,839290, 

X, = 0, 839532 , X' = 0, 838820 . 

(') II WiTTSTEiN fa una simile osservazione rispetto alle proprie ipotesi. 
Grnuet-fs Archiv, Th. XXXIX, pag. 72. 
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I valori estremi sono 

Xmax.= 0, 850000 , Xiuin = 0, 829545 . 

Si vede cbe in questo eserapio la formola del Heym e quella 
approssimata dello Zeuner non danno differenza sensibile nei risul- 
tati. Invece i due valori Xg ed X', basati su ipotesi differenti, si 
allontanano sensibilmente in senso inverse da queili di Heym e 
di Zeuner. 

In questo esempio per calcolare la X si e fatto uso della for- 
mola (155). Dalle (153), (154) e (156) si ha 

y^ = 0, 0000559 , 
^. =;= — 0, 1184827 , 
X = 2, 178826 , 

e quindi la correzione da farsi ad X' 

\ (^4-V 77+ •JxTo)=+ 0,000470 . 

II valore X=0, 839290 cosl ottenuto h inferiore di sole tre unitk 
circa nelPultima cifra alia vera radice, come risulta da un'ulteriore 
approssimazione. 

42. Facciamo ora un esempio in cui prevalga la immigrazione, 
cio^ la E sia negativa, e prendiamo: 

A = 10000 , J/= 2200 , 

Y^ 9000 , iv-=--1200 . 

Calcolando a sei decimali si trovera 

Xy = 0, 792453 , X'.- = 0, 793: 95 , 

Xh = 0, 793110 , X = 0, 793530 , 

X^ = 0, 793795 , X' := 0, 793069 . 

II massimo ed il minimo si ottengOno ancora dalle formole (101) e 
•(102), ma essendo qui la E negativa, i valori restano permutati. 

Infatti la (101) da 

X.„,x.= 0, 803571 , 
e la (102) 

Xuru.. = 0, 780000 . 
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La X fa qui calcolata mediante le formole (158) e (159), le quali 

danno 

f,= - 0,118812, 

e quindi la corre/.ione da farsi ad X' 

1— — = -f 0, 000461 . 

Si ha danque A' = 0,793530. Con un'ulteriore approssimazione si 
ottiene pifi esattamente X = 0,793555. 

43. Trattiamo per ultimo un esempio nel quale Temigrazione 
abbia avuto luogo in mode discontinuo, e siano note le epoche in 
cui le successive emigrazioni parziali ebbero luogo. 

Da una popolazione iniziale, che al principio delPanno era di 
10000 persone, tutte della stessa eta, emigrarono 500 persone alia 
fine di febbraio, 1200 alia fine di marzo, 400 alia fine di luglio. 
Alia fine di ottobre ripatriarono poi 300 emigrati. Compiuto Tanno 
le morti avveratesi in patria soramarono a 156. Doinandasi la mor- 
talita relativa a qnesto caso. 

Dovremo far uso delle formole (137). . .(143). Preso Tanno per 
tinita di tempo, dovremo porre 

A = lUOOO , 





^\ 


500 , 






is'> — 


1200 , 


3 

^2 pj » 




^^- 


400 , 


7 
*" 12 ' 




E, - - 


300 , 






31 — 


156 . 




Avremo dunque 









lEr-=E=lSOO , 
e per la A=^V-{-3I-i^ E sara: 

F=S044. 
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Dalle (142) si avra inoltre 

/J, = 366, 667, i3.,= 16, 667 . 

La seconda delle (143) da circa 

r= 0, 2 ; 
col qua] valore ie (141) e (140) danno 

r , = 0, 018 . 
Con questo valore approssimato la prima delle (143) dara 

a„ = 1806, 605 , 
e qnindi la (137) dark un primo valore di ^, cioe 

2-, = 0,981766. 
Da questo si ottiene 

z, = l-Ji = 0, 018234; 

col qual valore ricalcolando la a„ si ha 

(7^=1806,691 , 

e qaindi dalia (137) si avra nn secondo valore di ^^ cioe 

^•^=0,981777 , 

che poco differisce dal precedente ed al qnale quindi potremo ar- 
restarci. 

Se Tesempio presente si fosse trattato eolle formole deli^emi- 

grazione eontinua, senza tener conto dei tempi t^, t^^ , cio^ 

ponendo in esse formole 

A = 10000 , F= 8044 , M= 156 , ^= 1800 , 

si sarebbe trovato 

Xg = 0, 982857 , X'^ = 0, 982844 , 

Xk = 0, 982791 , X' = 0, 982671 , 

i quali, come si vede, superano tutti sensibilmente il valore sopra 
trovato. 
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44. Da quanto precede noi possiamo conchiudere che: 

!•* Quando il numero dei morti e degli eraigrati non supera 
i due tre centesirai del la popolazione iniziale, le varie formole 
proposte conducono a risultati numerici quasi identic! , e quindi 
sono preferibili le formole (161) oppure (167), che sono le piu 
semplici ; 

2** Quando il numero dei morti e degli emigrati sia piu sen- 
sibile, lino al quindici o venti per cento della popolazione primitiva^ 
le varie formole danno risultati numerici sensibilraente diversi ; ed 
in tal oaso, quando nulla si sappia intorno al modo con cui fu di- 
stribuita Temigrazione, la formola (167) ci sembra preferibile, 
mentre non solo presenta una grande semplicita per il calcolo nu- 
merico, ma e basata.sopra uu'ipotesi per la quale militano varie- 
considerazioni (vedi numero 25). La formola (161), come risulta. 
dalla fatta discussione (numero 33) e dagli esempi numerici, da in 
generale per la probabilita x un valore troppo elevato; 

3"* Quaiora il numero dei morti e degli emigrati sia abba- 
stanza sensibile da esoludere il caso V\ e si sappia con piu o meno 
sicurezza il modo con cui fu distribuita Temigrazione, giovera 
meglio ricorrere alia formola (104), anziche ad altre formole basate 
sopra ipotesi che non corrispondano al noto andamento dell'emigm- 
zione. II calcolo della formola (104) pero h necessariamente meno 
spedito di quello delle altre, come puo vedersi ^al numero 35 e 
dairesempio al numero 43; 

4** Bisogna per ultimo avvertire che quando il numero dei 
morti e degli emigrati supera il venticinque o trenta per cento 
della popolazione primitiva, e pooo o nulla si sappia del modo con 
cui fu distribuita Temigrazione, il risultato sara sempre mal sicuro, 
qualunque sia la formola che si adopera, attesa la possibile discor* 
danza fra Tipotesi a cui si appoggia la formola e la realta. 

45. Faremo per ultimo un brevissimo cenno di una questione 
che si collega con quella finora trattata, perch^ essa pure dipende 
dalla scelta che si fa della formola per la valutazione della mortality. 

11 concetto superiormente attribuito alia quantita J5J, cio5 di 
un certo numero di persone che emigrano dalla patria, pud genera- 
lizzarsi in vari modi. Considerando, per esempio, le persone A 
come lavoratori, per IE possono intendersi quelli fra questi lavora- 
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tori che entro un dato periodo di tempo diventano inabili al lavoro. 
Considerando le persone A come ragazze, con E possono inten- 
dersi quelle di esse che si maritano entro un certo periodo di 
tempo (^). 

II Wittstein c lo Zeuner applicano rispettivaniente le forraole 
(144) e (108) da loro trovate a questi casi, senza discutere se a 
questi casi possano con venire. 

Per decidnre se tale applicaziore sia senz'altro permessa, bi- 
sogna esaminare se nei casi ai quali le formole si vogliono estendere 
ia legge con cui, entro il periodo considerato, si eifettua I'emigra- 
xicne E (la legge cio6 secondo la quale gli operai diventano suc- 
cessivamente invalid!, e simili) corrisponda o meno all^ipotesi fatta 
nel trovare la formola. Ora il Wittstein suppone vm'emigrazione 
uniforme durante tutto il periodo di tempo; lo Zeuner invece sup- 
pone che Temigrazione abbondi al principio del poriodo, e vada poi 
decrescendo verso la fine. 

Limitandoci al case deirinabilita al lavoro, si puo dunque fare 
la seguente domaiida: L'inabilita successiva degli operai al lavoro 
fti effettua essa secondo le leggi supposte dal Wittstein e dallo 
Zeuner per I'emigrazioneV Eh^aminando la tabella data dallo stesso 
Zeuner (*^), si deduce il contrario. Coiranmentare del tempo (diven- 
tando dunque gli operai piu vecchi) i casi d'inabilita al lavoro au- 
raentano lentamente in principio, poi sempre piu rapidamente. 
L'emigrazione dunque per questo caso e lenta al principio del pe- 
riodo di tempo e divcnta sempre piu sensibile verso la fine. Con 
questa legge di emigrazione le formole del Wittstein non si presen- 
tano come opportune per il caso d'inabilita qui considerato, e meno 
ancora la formola dello Zeuner. 

E ben vero pero che quando il periodo di tempo si limita ad 
un anno, e quando la probabilita di diventare invalido entro quel- 
I'anno e assai piccola, allora le varie formole danno risultati sensi- 
bilmente uguali (numero 40). Tuttavia puo domandarsi se fra le 
formole raccolte al numero 38 non ve ne sia alcuna che si presti al 
caso deirinabilita qui considerato mcglio delle formole del Wittstein 
e dello Zeuner. 

(M Yedi Wittstein, Grniiert\'< A rch ic, 'Hho'iWWlX, pag. 00 e aeguiiiiti; 
1* Zeitner, JbJiaudhntf/fit, pag. 120 e scguoiiti, o pag. 140 e segueuti. 
(-) AbhainifHiifjffn. AhIhnkj. 



- 173 - 

Si h veduto al numero 23 che la formola (161) pao ottenersi 
supponendo una curva di sopravvivenza iperbolica ed una emigra- 
zione uniforme. Ma la curva di sopravvivenza iperbolica non e 
plausibile, come osserva lo stesso Wittstein (^). Se per curva di 
sopravvivenza, entro il brevo periodo di tempo, si prende una retta, 
e si voglia pur giungere alia stessa formola (161), bisognera che 
Temigrazione sia lenta al principio del periodo e vada crescendo 
verso la fine (numero 28). La formola (161) risponde dunque,. 
meglio che un*altra qualunque di quelle esposte al numero 38, al 
caso deirinabilita al lavoro, e dovrebbe essere percio preferita. 

In questo caso deirinabilita al lavoro possono considerarsi le 
seguenti diverse probabilita (^): 



je: 
XL 

A 

A 

V 
A 

M 
A 



=z p =z probabilitii di diventare invalido entro il periodo 
di tempo considerate; 

=r= v' = probability di diventare invalido e di non morire 
entro il detto periodo; 

= m' = probabilita di diventare invalido e di morire entro 
il periodo; 

= V = probabilita di vivere, senza diventare invalido^ 
fino alia fine del periodo; 

z= m= probabilita di morire entro il periodo senza essere 
Drima diventato invalido; 

— A — ""^ '^ "^ probabilita di vivere fino alia fine del periodo^ 

invalido o no; 

M+3I' . . • . . 

= z = probabilita di morire entro il periodo, invalido 

A 

no. 

Fra queste diverse probabilita, attese le note relazioni 

E = y'-\-M', A = V-\-M+E , 

e Tespressione dei valori di a; e di ^, hanno luogo le seguenti re- 
lazioni (qualora si possa ammettere che la mortalita per grinvalidi 
sia la stessa che per qaelli che sono ancora abili al lavoro): 

l») Gninerfs Archiv, Theil XXXIX, pag. 80. 
(^) Zeuneb, Abbandlftfigetti pag. 130 e seguenti. 



b^wV^-^ J . .. ■ 
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2)=:v'-l-m' , 


i, V ;- f' , 


1 — v-\- m -f- J> ? 


Z - HI -j- >/i' . 



A qiieste relazioni (o ad altre equivalent!) lo Zeuner aggiunge la 
«ua formola (108). 

Se invece, come crediamo piil giusto, si fa iiso della formola 
^161), si dovra aggiungere la relazione 

_ 2 V + p 

-Qualora poi si tratti di ragazze che si maritano, la formola (161) 
non sembra piu opportuna per tutte le eta. A.vuto riguardo alFan- 
-damento delle tabelle riportate dal Wittstein e dallo Zeuner (^), si 
potra adottare la furmola (161) solamente fino alTeta di anni 28, e 
ricorrere invece alia formola (108) dello Zeunw od alia (167) per 
-eta maggiori. 

Crediamo percio che le tabelle portr.te dai suddetti^ autori, 
tanto per Tinvalidita clie per i nialrimoni, dovrebbero essere op- 
portunamente modificate. 

Roma, deeembre 1882. 



(*) Wittstein: Gntnert's Arcln'v, Theil XXXIX, pag. 92. — Zeuxer: 
Ahhaudhiugen, Anhanfj. 
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Ai.i.o ^TiDio i>i:i klnomi:ni statisth i 

E DISTRIBUZIONE DEI MEDESIMI SECONDO I/ETA DEGLI SPOSI 



Memoria deiringegnere Luigi Pkrozzo {*). 



I. 



g 1. Recenti stiidi iniziati per cura della Direzione Generale 
^ella statistics del regno, sulla distribuzione dei matrimoui secondo 
le eta degli sposi, e salla classificazione degli impiegati nelle aiu- 
ministrazioni governative per anni di eta ed anni di servizio, kauno 
dimostrato potersi fare un'applicazione del calcolo delle probabilita 
alio studio dei fenomeni statistici molto piu estesa di quella fatta 
finora. Diremo brevemente del luetodo delle nuove applicazioni, 
indi esporremo i risultati delle indagini eseguite sulla distribuzione 
dei matrimoni. 

Ricordiamo anzitutto le precedent! ricercbe attinenti alia sta- 
tistica demogratica, il principio su cui si fondavano ed i limiti della 
loro estensione. Quetelet dimostrava per il primo come la distribu- 
zione dei fenomeni statistici intorno ad una media, quando fosse 
purament»j dovuta a cause accidentali, dovesse coincidere con quella 
degli errori casuali e fortuiti nelle osservazioni sperimentali (*). 
Quindi rinveniva uella. ripartizione dei giovani, chiamati alle leve 
militari, classificati secondo la statura, la eompiuta realizzazione 

(•) Questa Mcinoria fu iiwerita negli Atti (leU'Accademia dei Lincei 
^anno CCLXXIX, 1881-1882). In questa listampa 8i introdncono aleune lieri 
modificazioni. 

(^) Sar Vhomme et h dereJoppniieiif des ses- faciiJtes, on Kssai de pJnfshjtie 
jioefaJe (Parip, Baclielier, 1835). 
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delle sue previsioni. Donde quelle estese ed accurate misurazioni 
fatte poi in diversi Stati, e da 8 anni in Italia, le quali banno sem- 
pre conferinato la verita della legge. 

Da Qnetelet in poi altri banno recato notevoli contribuzioni 
alia statistica matematica; citiamo tVa i piu noti, il Lexis, il Knapp 
6 lo Zeuner. II Lexis dava un nuovo esempio di distribuzione di 
un fenomeno deraografico secondo la legge de^li evrori accidentali, 
nella ripartizione dei morti per eta dal 70° anno, circa, in poi {*). 
II Knapp porgeva una compiuta e rigorosa trattazione, col calcolo 
infinitesimale, delle classi di viventi e di morti, distinti per eta, 
per anni di nascita, e tempo di osservazione, e dei metodi di calcolo 
della mortalita (•*). E lo Zeuner suggeriva le rappresentazioni dei 
fenomeni statistici coi metodi della geometria analitica a tre dimen- 
sioni (^). 

Mentre prendeva tuli svolgimenti la statist'ca matematica, altre 
scienze pure ed applicate si giovavano dei recent! progress! del cal- 
colo delle probabilita. Son noti, per la balistica, i lavori di Didion (*), 
di Wuich (^) e di Sciacci (°) sulla distribuzione areale dei proiettili 
cadenti su di un piano, e per la teoria cinetica dei gas gli studi di 
Maxwell, riassunti chiaramente nell'opera di Oskar Emil Meyer C). 

Importa notare che nelPuso sinora fatto del calcolo delle pro- 
bability per la statistica, e specialmente per la deraografia, si sono 
considerati quel fenomeni che variano per rispetto ad un solo para- 
metro, come ad esempio il numero dei misurati per rispetto alia 
statura. E quindi non si aveva da considerare che la linea di pro- 
babile ripartizione, identica alia curva degli errori accidentali. 

(*) Zur 'llieoi'ie der Masaenerachei tutngen in der menacldichen Gesellachaft^ 
(Freiburg i. B. Fr. Wagners'sche Buchhandlung, 1877). 

(^) Ueher die Ennitthwg der Sterhlichheit (Leipzig, Hinrich'sche Buch- 
handlung, 1868). — Theorie des BevOJkerungs-Wecltsels (Braunschweig, Yieweg- 
und Sohn, 1874). 

(^) Abhandlungen zitr mathematischeu Statistik (Leipzig, Arthur Felix^ 
1869). 

(*) Calcul des prohahilitis appliqu^ an tir des projectiles (Paris, J. Dumaine, 
1858). 

(*) Theorie der WahracheinUchkeit und ihre Anwevdutig in Gebiete des 
Schiesswesens (I e XL Lief«rung. Yienna, Seidel et Sohn, 1877 e 1879). 

(®) Sugli assi delle rose di tiro, giornale d'artiglieria e genio, 2* parte, 1883. 

C) Die Kiiielische Theorie der Case (Breslau, Maruschke et Berendt, 1877> 
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Mentre, per converse, nella distribuzione areale dei proiettili si con- 
siderano due spostamenti secondo due direzioni perpendicolari nel 
piano, donde la rappresentazione del numero dei proiettili cadenti 
sui diversi punti di un piano, secondo una superficie di probability. 
Le curve di egual numero di proiettili sono allora le sezioni oriz- 
zantali di questa superficie e risultano, teoricamente, ellissi concen- 
triche e simili. 

Nella teoria cinetica dei gas si considerano le traiettorie del- 
I'atomo della molecola gassosa in tutte le direzioni possibili dello 
spazio, le quali vengono riferite a tre assi perpendicolari, donde la 
considerazione della probabilita per rispetto a tre parametri indi- 
pendenti, e lo spazio di distribuzione probabile. Le superficie di 
egual numero di molecole o di eguali velocitk sono elissoidi conoen- 
trici e simili. 

Orbene, applicazioni analoghe sono perfettameute possibili nello 
studio dei fenomeni statistici. La comune opinione che le previsioni 
statistiche non possano essere sicure, si fonda sulla convinzione che 
nelle osservazioni fatte di fenomeni consimili non sia stato tenuto 
calcolo di tutti quegli elementi di varia natura che potevano agire 
sul £enomeno. Per dare maggiore sicurezza alio deduzioni della 
statistica occorre quindi che le osservazioni registrino per ogni fe- 
nomeuo il maggior numero di elementi numericamente valutabili e 
di diversa indole. E poich^, cosi procedendo, il materiale di cifre 
cresce in modo considerevole, h maggiore la necessita di coordinarlo 
razionalmente, ed indagarlo coll a scorta degli sviluppi piCi estesi 
dell'analisi delle probabilita. 

§ 2. La distribuzione dei matrimoni per etkr dei coniugi dipende 
per sua natura da due parametri : Teta del marito e quella della. 
moglie. Tutte le pubblicazioni statistiche italiane ed estere, riguar- 
danti il movimento dello stato civile, presentano tavole a doppia 
entrata dei matrimoni avvenuti in un periodo di tempo per inter- 
valli di eta procedenti ordinariamente di cinque in cinque anni. Nel 
1878 e nel 1879, in omaggio al voto espresso nel 1878 dal Congresso 
internazionale di demografia a Parigi, vennero classificati i matri- 
moni avvenuti nel regno dltalia, secondo le et^ degli spo^^i, di anna 
in anno ; si aumento cosi il lavoro nella ragione di uno al quadrato. 
di cinque; ma furono possibili piii accurati studi. 

Dalle stesse tavole numeriche^ alcune delle quali sono ripro- 

E — AnnaU di Statistica, 12: 
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dotte in questa Memoria, si rilevano talani criteri generali sulla 
distribuzione dei matrimoni nel regno e nelle varie regioni. U nn- 
mero dei matrimoni b massimo intorno alia combinazione di quelle 
etk dei coniagi che sono corrispondenti o prossimi alle etk medie 
dello sposo, e della sposa. Per le singole regioni questo massimo si 
scerne limpidamente; per il complesso del regno si hanno piu mas- 
simi relativi, assai prossimi e corrispondenti a qaelli delle regioni 
piu popolose. Intorno al massimo, od al nucleo di massimi, il numero 
dei matrimoni seema con una crescente rapidity, ed b facile segnare 
nelle tavole numericbe, il contomo delle curve orizzontali, corri- 
spondenti airindicazione di un egual numero di matrimoni per tutte 
le combinazioni di eta degli sposi e delle spose. 

L'insieme delle varie curve, disegnate quindi in opportune 
scale, in base ai dati delle osservazioni ed ai risultati del calcolo, 
presenta un andamento regolare ed uniforme. Le curve sono cbiuse 
a due absidi e con un asse di simmetria comnne. Sembrano assai 
prossime ad ellissi simili con foco comune. E quindi la superficie, 
formata daU'elevazione di ordinate sul piano del quadro nume- 
rico, proporzionali alle cifre segnate al loro piede, si puo figurare 
in un colle il quale abbia un piano verticale di simmetria, il vertice 
corrispondente o prossimo alle eta medie dei coniugi, e che sia molto 
ripido per le etk piti giovani, e di piu dolce pendio per le etk piu 
avanzate. 

Gon&ontando questa distribuzione con quella dei proiettili at- 
torno ad un centre di mira, si riscontrano notevoli simiglianze. In 
ambedue i casi le curve di livello sono ellissi ad assi maggiori eo- 
muni, od almeno ctirve assai somiglianti ad ellissi, la superficie di 
distribuzione ha un massimo ed un piano di simmetria nel senso del- 
Tasse comune all'ellissi o curve di livello. Ma pei proiettili le ellissi 
sono per dipiu concenfcriche, quindi ad asse minore comune, e la su- 
perficie di distribuzione ha un secondo piano di simmetria. £ pero 
rimarchevole la direzione delPasse maggiore comune delle curve di 
egual numero di matrimoni. Quest'asse passa per il massimo dei 
matrimoni osservati e procede a 45'' coi due assi delle etk dei due 
sposi, cio che vuol dire che esse passa per tutte le combinazioni di 
etk, in cui la differenza fra le etk degli sposi e delle spose h costante 
ed eguale a quella che intercede fra le eta medie al momento del 
matrimonio. 
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La composizione della popolazione per eta indica nn maggior 
nuiuero di giovani che di vecchi, si e percid nf'erito il numero del 
jnatrimoni osservati tra sposi di determinate etk, a quello degli 
individui delPuno e delValtro sesso e delle rispettive eta in condizioni 
di mari tarsi. Con cio si aveva la parziale probability di matrimonio 
per uomini o donne delle varie etk, che puo dirsi coefficiente c(i 
nujsialitd seguendo la dizione proposta dall'iUustre dottore Adolfo 
Bertillon. Dal prodotto delle probability semplici per i due sessi si 
h ricayata la probabilita composta del matrimonio per le diverse 
classi di eta; cio^ la probabilita corrispondente ad una coppia di 
determinate eta Si sono pure studiati questi coefQcienti di proba- 
bilita composta in modo analogo al numero assoluto dei matrimoni 
osservati. Laloro siiperficie di distribuzione e afifatto simile .a quella 
del numero assoluto dei matrimoni. Lo studio della nuova superficie 
ha pero un maggiore interesse, ed i suoi risultati hanno un carattere 
di generality assai piu largo che nol consenta quello della precedente. 

Biassumendo il iin qui detto, possiamo enunciare la seguente 
proposizione : 

La distribuzione dei matrimoni secondo Teta degli sposi, sia 
nel regno che in ciascuna delle sue regioni, per qualunque combi- 
nazione di stato civile degli sposi, come pure per il loro complesso, 
presenta carattere di uniformity assai generale, e si manifesta con- 
forme alle leggi teoriche di distribuzione della probability per rap- 
porto a due parametri. 

§ 3. Cio che fu fatto pei matrimoni pu6 praticarsi per molti 
altri fenomeni statistici. E una nuova via e feconda, che si apre 
alle indagini rigorose di latti sociali. La mortarita dei bambini coe- 
tanei per rapporto alFetk del padre e della madre — la distribu- 
zione delle stature in correlazione alle dimensioni del torace od altra 
principale — la distribuzione dei crani per rapporto a due diametri 
principali — la distribuzione del numero delle spedizioni di merci 
omogenee sulle reti ferroviarie, rispetto al numero dei chilometri 
percorsi ed al peso di ciascuna spedizione — ecco i soggetti afiBni 
d'indagine che ci si presentano alia mente. Altri piu utili e piii im- 
portanti per le scienze sociali si oftriranno certamente in seguito. 

E ricerche con somigliante metodo si potrebbero seguire, per 
studiare i fenomeni statistici a tre parametri indipendenti. Tra i 
quali fenomeni citeremo la mortality dei bambini coetanei, per rap- 



- 180 - 

porto all*eta del padre, a quella della madre ed al numero di anni 
del mttrimonio dei genitori all'epoca della loro nascita — la distri- 
buzione dei crani per rispetto a due diametri principali orixzontali 
ed al verticale — la ri parti zione dei contribuenti alle imposte Si- 
rette per ammontare d'iraposta, per eta del contribuente e per il 
numero degli anni da che egli gode il reddito per cui h gravato^ cio 
che permetterebbe di calcolare con sicure basi, anno per anno, il 
preventivo dalla tassa di sucessione. 

II. 

Illustrazione del materiale statistico, relativo aila distribuzione 
dei matrlmoni per eta degli 8po8l, al momento del matrimonio. 

§ 1. Tavole numeriche. — La prima tavola contiene i numeri 
dei matrimoni contratti in tutto il regno d'ltalia fra celibi o vedovi 
e nuhili o vedove nel biennio 1878-79, distinti secondo Teta dei con- 
iugi. In questa tavola non si considerano cbe le etk degli sposi, al 
momento del matrimonio, inferior! a 45 anni ; poich^ i matrimoni di 
sposi in otk maggiori a questa sono scarsi e distribuiti poco rego- 
larmente. 

Per potere studiare a fond3 la distribuzione dei matrimoni nel 
regno, giova indagarla nelle singole regioni, e rispetto a ciascuna 
combinazlone di stato civile degli sposi pel complesso degli sposi , 
senza distinzione del loro stato (civile prima del matrimonio. A que- 
sto scopo diamo due prospetti. Nel primo sono indicate le eik degli 
sposi e delle spose a cui corrisponde il numero massimo, sia asso- 
luto che relativo, di matrimoni nelle varie regioni e nel regno. E 
nel secondo indichiamo le eta dei coniugi, classificati per stato ci* 
yilc, nelle quali si hanno i numeri massimi, assoluti e relativi, dei 
matrimoni in tutto il regno. 
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PROS PETTO L. — DiSTRiBUziONK dbf numbbi massimi (assoldti s 
relativl) dki matbimoni avvenuti nkl biennio 1878-1879 nel 
Begno, nelle begioni e nei pbincipali compabtimenti bispetto 

ALLE eta DEI GONIUGI (1). 



ETA D E L L O S P O S O 



24-25 



25-26 



26-27 



27-25 



O 

a* 

< 

Q 
'< 



ea 

I 



I 



I 

ea 



Italia nieridionalc 

Alia Italia 

Regno 

Italia insularf^ 

Piemonle 

Lomburdia, Sicilia 



Italia meridionalc 

Italia centrale 

Regno 

Toscana, Marchc 

fd Unibria 

Sardegna 



Sardfgna 



Sicilia 

Lombardia 

Veneto 

Emilia 



Picmonto 
Alta Italia 
Italia centraie 
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PUOSPETFO II. — DiSTBIBUZlONE DEC NUMRBI MASSIMI (aSSGLUTI E 

belativl) dei matbimoni avvenuti nel biennio 1878-18/9 nel 
Regno, per lb divebse combinazioni dello stato civile, 
bispetto alle eta dei coniugi (i). 
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(1) Sono in carattere corsivo od ordinario i nonii delle Regioni, dei Compart imenti 
e delle combinazioni di stato civile nelle caselle delle eta che^ conispondono ai mas- 
simi assoluti o relativi. 
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Dai precedenti prospetti rileviamo i seguenti fatti notevoli: 

I numerl massimi, assoluti e relativi, di matrimoni awenuti 
nella regione dell'Italia settentrionale corrispondono ad etk del con- 
iagi pill giovani che quelli deiritalia meridionale. Tie eta corrispon- 
denti al numero massimo assoluto dei matrimoni avvenuti nella 
Sardegna sono maggiori dalle relative etk per gli altri comparti- 
menti del regno. La diiferenza delle etk degli sposi riferentesi ai nu- 
meri massimi assoluti della Sicilia e della Sardegna ^ di 3 anni, e 
quella delle eta delle spose di 2. Tutti i numeri massimi, siano as- 
soluti relativi, del regno cadono sulle medesime eta dei massimi 
di matrimoni contratti fra celibi e nubili. L'eta di un vedovo o di 
una vedova al memento del matrimonio 6 notevolmente superiore a 
quella corrispondente di un celibe o d'una nubile. I matrimoni tra 
celibi e vedove, tra vedovi e nubili, tra vedovi e vedove, che sono 
in numero scarso relativamente a quelle dei matrimoni contratti 
tra celibi e nubili, influiscono poco sulla distribuzione dei matri- 
moni rispetto alle eta dei coniugi. Ci limitiamo in questo studio 
aU'espressione dei risultati delPosservazione, senza entrare nell'ap- 
prezzamento delle cause di svariata natura cbe possono darne ra- 
gione. 

Essendo il tempo d'osservazione breve, era cosa naturale il sup- 
porre che i risultati fossero afFetti da irregolaritk accidentali; quindi 
si h creduto utile di eseguire una correzione, cio6 una perequazione 
fra i diversi numeri, ricorrendo al note metodo di Wittstein (^). 
n risultato di questo conguaglio 6 contenuto nella tavola II. 

Per poter indagare le leggi del movimento della popolazione 
riguardo al matrimonio, riesce di grande utilita il conoscere la pro- 
bability di coniugarsi per un individuo di una data etk e condizione 
di state civile, cio6 sapere in quale rapporto stia il numero degl'in- 
dividui di una data condizioue che abbiano contratto matrimonio, 
rispetto al numero degli individui della stessa condizione che pos- 
sono contrarlo. 

Le tavole III, IV, V e VI danno la probability di matrimonio 
per diversi gruppi d'individui. Con queste tavole si pu5 rispondere 

(^) Abbiamo posteriormente avuto notizia di un metodo di perequazione 
assai piu rigoroso e piu generale del prof. Schiapabelli Giovanni, direttore 
deirOaservatorio astronomico di Brera in Milano. Ne trarremo profitto in un 
prossimo. lavoro. 
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alia questione : quale e la probabilita che un uomo non ammogliato 
delFetk ^ slc -{- 1 si ammogli entro due anni con una donna dell'eta 
/"a / 4" 1 ? Questa probability si compone di due: 1** della proba- 
bilitk che Pindividuo considerate si sposi ; 2^ della probabilita che 
il suo coniuge abbia Veih di /* a /* -{- 1 , o rispettivamente di e a 
c 4" 1 anni. Come si vedo facilmente la probabilita risultante non 
h altro che il quoziente del numero dei matrimoni contratti fra ma- 
schi deiret^ e a, e -h 1 Q femmine deU'etk /" a /" -|- 1» per il numero 
dei maschi non ammogliati delPeta ^ a e -|~ ^ ^ rispettivamente delle 
femmine non maritate delPetk f a f-^-l. Essendo i quozienti, spe- 
cialmente per gli anni minori di 20 e maggiori di 35, molto inferiori 
alPunitk, furono tutti moltiplicati per 10,000. Dalla tavola terza 
si puo desumere la probabilitk che un celibe o vedovo delVetk e a 
e -f~ 1 3^ ammogli entro due anni con una nubile o vedova delPeta 
f^kf-^- 1. Dalla quarta emerge la probability cha una nubile o ve- 
dova deiretk /*a /*-]- 1 si unisca in matrimonio con un celibe o ve- 
dovo delPeta c a c -|- 1 entro due anni. Le cifre delle tavole vanno 
adunque interpretate nella seguente maniera : la cifra di una ca- 
sella indica quanti su 10,000 iudividni dell'et^ e a. e -{- !,• scritta in 
principio della riga, si uniscono in matrimonio entro un biennio 
con individui dell'eta /" a Z*-}- 1, scritta in testa della colonna. Indi- 
chiamo le probabilita contenute nella tavola III con p e,f & quelle 
contenute nella IV con p /*, ^ : i prodotti di queste probability 
P e,f]KPf,e=^^ e,f = ^f,e souo raccolti ucUa tavola V. Ogni nu- 
mero di questa tavola indica le coppie possibili fra gli sposi osser- 
vati delle rispettive etaeed/'per gruppi di 10,000 individui di 
ciascun sesso delle stesse eta in condizione di maritarsi. I numeri 
della tavola V furono conguagliati col metodo di Wittstein. Dai ri- 
sultati di questo conguaglio vennero estratte le radici quadrate, 
che sono raccolte nella tavola VI. Ogni cifra della tavola VI indica 
quanti fra 10,000 individui in condizione di maritarsi e di determi- 
nate etk hanno contratto matrimonio nel biennio di osservazione. 
II materiale necessario per questo lavoro fu tolto dal « Movi- 
mento dello state civile^ anno 1878-1879 ^ e dal volume: « Fopola- 
jsioneper eld, sesso, stato civile ed istrujsione, censimenfoSi dicembre 
1871, pubblicati dalla direzione della statistica generale del regno. 
I dati che si hanno sulla popolazione negli anni 1878-1879 non po- 
tevano servire ai calcoli di probability, che dovevano essere eseguiti, 
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non essendo noto che raumento complessivo e non qaello di ogni 
gruppo d'etk. Furono percio presi i risultati ottenuti dal censimento 
del 1871, i quali sono distinti per sesso, per stato civile e per etk, di 
anno in anno. I numeri per i diversi gruppi di eta, tolti dal censi- 
mr nto della popolazione del 1871, furono perequati per correggere 
le note anomalie riseontrate nella.consegna delle eta (^). 

§2. Tavole grafiche. — E noto non esservi altro mezzo che 
possa rendere piCi percettibile la legge della distribuzion^ di un 
corpo di numeri (intendendo per corpo di numeri un complesso di 
numeri riferentisi alio 3tesso fenomeno, classificati rispetto agli ele- 
menti caratteristici del fenomeno stesso) che la raffigurazione di 
questo corpo di numeri nel piano o nello spazio, Le otto tavole gra- 
fiche che corredano questo studio rappresentano sotto diversi punti 
di vista il numero dei matrimoni contratti nel regno d*Italia nel 
biennio 1878-1879 e la distribuzione delle probabilita di matrimonio 
calcolate in base a questi numeri, rispetto alle eta dei coniugi. 

Immaginiamoci le eta degli sposi al momento del matrimonio, 
che diremo x ed y, rappresentate sopra due assi perpendicolari OX 
e OY ed il numero dei matrimoni in un caso ed i numeri probabili 
di individui o di coppie che contraggono matrimonio, che diremo z, 
nelPaltro caso classificati secondo le rispettive eta degli sposi e delle 
spose, portati parallelamente ad un terzo asse OZ perpendicolare ai 
due primi, allora le superficie che vengono formate in questa guisa 
ci danno compiute figuraziohi del movimento della popolazione ri- 
spetto ai matrimoni. 

Le tavole I e II contengono le curve secondo cui viene interse- 
•cata da due fasci di piani paralleli la superficie rappresentante la 
"distribuzione dei matrimoni del regno nel biennio 1878-1879 per 
■eta dei coniugi, e formata colle cifre della tavola numerica I ridotte 
ad un totale di 100,000 matrimoni. Le curve della tavola I fanno 
vedere la distribuzione dei casi di matrimonio di uomini coetanei 
con donne delle varie etk. Essendo Y Tasse deU'eta dello sposo si 
puo dire che le curve sono sezioni della superficie con piani delPe- 
quazione y = costante. Le curve della II tavola mostrano la distri" 

# 

• (*) V. Sulla duVuta della rita uniana in Italia , Memoria del professore 
li. Bamebi. Atti della reale Accademia dei Lincei, anno 1876-1877, 8. 3*, V. 1« 
della classe di scienze morali, pag. 222. 
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buzione del casi di matrimonio di donne coetanee con nomini delle 
diverse eta. L'equazione del piani parallel! che segano la superficie 
secondo le dette curve b x^= costante. Le curve delle tavole III e 
IV, sono analoghe a quelle delle tavole I e II, coirunica difFerenza 
che la superficie su cui sono situate rappresenta i numeri di matri- 
moni ridotti a 100,000 e perequati (vedi tavola numerica II). 

La tavola V raccoglie le curve di sezione della stessa superficie 
dei numeri ridofcti e perequati con piani per cui z = costante. Ogni 
curva rappresenta la distribuzione dei matrimoni avvenuti in egual 
numero fra le difFerenti combinazioni delle eta dei coniugi. Le curve 
punteggiate nella tavola V indicano quel regolare andamento delle 
curve, che risulterebbe probabilmente da un grandissimo numero di 
osservazioni. Sopra queste curve sono tracciati i loro assi maggiori 
e minori, intendendo per asse minore, nel difetto di perfetta sim- 
metria della curva rispetto a questo asse, la retta perpendicolare 
alPasse maggiore e che passa pel suo punto di mezzo. 

Le sezioni della superficie, raffigurante i coefficienti di proba- 
bility di maritarsi od i numeri probabili di individui che contraggono 
matrimonio, per le diverse combinazioni delle eta dei coniugi, indi- 
cati nella tavola numerica "VI, ottenute con 3 fasci di piani paral- 
leli, sono rappresentate nelle tavole VI, VII e VIII. La VI contiene 
curve prodotte dai piani, le cui equazioni sono y = costante. Ogni 
curva rappresenta la distribuzione delle probabilita di maritarsi per 
uomini di una data eta con donne delle varie eta, Le curve della ta- 
vola VII, situate in piani aventi per equazione x = costante, raflfi- 
gurano ognuna la distribuzione delle probability di maritarsi per 
donne di una deter minata eta con uomini di vari gradi di etk. La- 
vola VIII rappresenta curve situate in piani aventi per equazione 
jBT = costante, c'loh curve di eguale probabilita di matrimonio per 
tutte le combinazioni di eta degli sposi e delle spose. 

La tavola IX da in due figure le proiezioui centrali dello ste- 
reogramma costraito sulle cifre della tavola numerica VI. Le tavole 
grafiche VI o VII contengono le curve sezioni di questo solido con 
i piani y== costante ed a; = costante. 

Avvertiamo solamente che per lo stereogramma essendosi in- 
dicata la probabilita di maritarsi entro un anno, questa si h assunta 
uguale alia meta di quella indicata nelle tavole VI e VII che si 
riferiva a due anni di osservazione. 
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III. 
Formole atte a rappresentare la distribuzione del matrlmoni. 

§ 1. La formola binomiale serve a rappresentare nei suoi var'i 
termini le diverse probabilitk deiravvenimento di un fenomeno in m 
prove, qaando si conoscano le probability P ^ di favorevole e con- 
traria airavvenimento stesso in una sola prova. Cosi il termine 

esprime la probability che Tavvenimento considerato si present! n 
volte sopra m prove. 

Cosi h pur noto cbe i successivi termini dello sviluppo 

V 

+[]^p"'(l"'-'*' + +3"* 



generale dello sviluppo del binomio (p + 9')*** ^ssia ( 1 /?»* qm—n 



vanno crescendo fine al termine intermedio per cui e approssimati- 

vamente = dal quale ooi decrescono successivamente. 

m — n p ^ 

Questo sviluppo sara rappresentato in tutta la sua generality, dalla 
formola : 



[2] Z = Zo^''^*l^— *2^^^'^«:t^''*-«l^' + 



le costanti ai, (X..2, ecc. soAo funzioni di m, p e q. E da notare cbe 
11 coefficiente ai sparisce facendo coincidere la Zq colPordinata 
massima. 

La parte di questo sviluppo che Interessa magglormente ^ 
quella che circonda 11 termine massimo. Se jp=g', 1 termini pros- 
simi al medio si possono rappresentare col la formola 

[3] Z = ZoC-^-'-' 

dove ic ^ lo scarto, sia in piii che in meno, daU'asclssa che corrl- 
sponde all'ordinata massima. 

Bappresentando con una curva la serie del valor! dl ^ e je; si ha 
la nota linea degl! error! accidental!, che rappresenta anche la legge 
della distribuzione delle stature. In questo caso e rappresenta il 
numero de! misurati aventi la statura x . 
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Uii*altra formola che rappresenti con approssimazione saffi- 
<^ente randamento delTo sviluppo del binomio (i> + ^)*** nella pros- 
simit^ del termine medio, per m molto grande e 



M '-'(-w^:''"^"'^ 



in cni a, Xj ed n sono costanti da determinarsi nei casi special! in 
cui si deve applicare questa formola. 

Le formole [2] e [4] servono a rappresentare tutte le curve dei 
matrimoni delle tavole grafiche qui unite e si possono determinare 
i coeflQcienti col metodo dei minimi quadrati, prendendo i logaritmi 
delle ordinate e considerando cbe ^ = per V ordinata massima 
della curva. 

L'equazione [4] rappresenta in generale la curva della proba- 
bility dissimmetrica, rispetto ad un' ordinata, essa sark simmetrica, 
per w=0 per n=co; nel prime case si ricade nella formola [3]. 
Un importante criterio per la misura della dissimmetria h il rap- 
porto delle aree racchiuse fra la curva e Fasse delle x a destra ed a 
sinistra dell'ordinata massima. Questo rapporto h uguale alVunitd 
nel casa che la curva sia simmetrica e ditferente deiiV tmitd per la 
curva dissimmetrica. Essendo questo rapporto, come e facile vedere, 
fnnzione di n , abbiamo cercato di determinarlo per alcuni valori 
nuraerici di n, specialmente per quelli che danno risultati, i quali 
possono tornare di uso piu frequente nella pratica. L'ascissa del- 
Tordinata massima essendo 



v/ 



-1^ . il rapporto delle aree sara dato da li 



; '>oL> < 



V ;' 

dove Ji= I 10^ e — ^i'^' du ed ^1=1 ft** c — ^i^^'da 





e sostituendo z = \ x.^- ti si ottiene 



V '' 



3^=k I zr^e--'^ d z ed J2 = ^' / z'^c-^" dz. 
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Nella segnente tabella abbiamo raccolto i risultati del calcolo 
di qnesti integral! definiti e del rapporto delle aree per alcuni valori 
numerici di n. 



! 

n 

1 







1 


i 
1 

J, _ .T, 

Jj, J.. Jj 


J:, 


0,01 


0,068 065 


0.877 624 


0.084 077 ; 


0.077 556 


0,02 


0,093 309 


0.860 208 


0.120 260 


0,107 349 


0,04 


0,12-1 893 


0,8.52 9J>3 


0,171 'ASi 


0,146 429 


0,05 


0.136 Ml) 


0.845 039 


0.192 015 


0,161 104 


0,066 . . . 


0,151 056 


0.832 258 


0.221 756 


0,181 506 


0,1 


0,172 050 


0.808 063 


0*70 .515 


0,212 917 


0,2 


0,201 713 


0,739 595 


. 0.335 862 


0,251 419 


OJ25 


0,208 005 


0,717 260 


0.408 449 


0,289 999 


0^... 


0,212 949 


0.677 078 


0,458 19-1 


0.314 220 


Op 


0212 339 


0,612 707 


0.530 a59 


0,346 558 


0^... 


0507 417 


0.5^ 335 


0.561 101 


0.359 427 


0,75 


0.202 452 


0;>44 826 


0.591 312 


0,371 587 


0.8 


0,205 660 


0..5:i4 312 


0,625 768 


0,384 906 


1.0 


0.197 028 


0^)00 000 


0,eM8 721 


0,393 457 


2.0 


0,203 018 


0,.500 002 


0.747 399 


0,407 721 


3.0 


0.221 087 


0,500 012 


0.792 675 


0,442 175 


4,0 


0,298 018 


• 

0,664 673 


0.812 806 


0,448 368 


5,0 


0,461 624 


I.OOO 000 

• 


0^ 862 


0,161 624 


6,0 


0,761 651 


1/kil 681 


0.846 252 


0,458 362 


7,0 


i;390 1(M 


3,000 000 


0,863 474 


0,463 908 
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Poich^ le formole [2] e [4] rappresentano ognuaa la probabi- 
lity per rindividuo di una determinata etk di unirsi in matrimonio 
con individui dell'altro sesso delle diverse eta, e facile trovare col 
prodotto delle espressioni indicanti le probability, semplici la for- 
mola delle probability composte, che h gia stata calcolata da noi 
direttamente coi risaltati deiP osservazione. 

Detto X ed ^ i\ numero degli anni di eta degli sposi in piu 
od in meno delle rispettive eik medie calcolate pei matnmoni effct- 
tuatisi, la probability e di matrimonio per coppie d' individai di 
quelle eta h quindi responsabile con 

[5] Z = Zo Z'o X 

(('-\^i:.'"(-v/S)"x / 

Queste 8ono le equazioni piu generali ehe si possono dare della 
saperficie di probabilita. 

Fatto w = e n'=0, nella equazione [6] si ottiene la formola 

ben nota ai cultori della balistica, come quella che rappresenta la 
distribazione probabile dei proiettili sopra un piano orizzontale. 

L'equazione [5], qnando si faccia Z = costante, rappresenta 
le curve di livello della snperficie di probability, ossia per noi le 
varie combinazioni di etk degli sposi a; ed ^ in cui vi h Teguale 
probability di matrimonio. 

Limitandosi a considerare la snperficie speciale data dalla for- 
mola [7] si avrebbe una equazione della forma 

[8] aj x^ + a'a ^* = X* = costante 
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la quale rappresenta un sistema di curve d'^nale probabilitk for- 
mato da ellissi concentriche e simi]i. Dalle osservazioni fatte sui 
matrimoni risulta invece che le curve di eguale probabilitk non 
sono concentriche, e non aifettano simmetria che per rispetto ad un 
solo asse. 3i mostra quindi insufficiente lo sviluppo limitato ai ter- 
mini di 2^ grado. Partendo da]1a superficie piii generale di proba- 
bilita data da 

si ha Tequazione delle curve di eguale probabilitk della forma 
[9] x.y j?-+ a'., ^^=pa- x^ ::p ac'j ?/"• + x^ x'^ + a\ y» = X« = costante. 

Le linee di probabilita degli sposi sono prossimamente iden- 
tiche a quelle delle spose, si possono quindi , senza alterare note- 
volmente i risultati del calcoio in confronto a quelli deirosserva- 
zione, supporre eguali i coefficienti delle raedesime potenze di x ed 
7/, con che si ottiene la formola 

flO] X.2 {x^ + if) =p a- {x^ + 9f) + a„ (x^ + y ) = X^ = costante. 

Sostituendo ora agli assi delle x e delle p altri due assi passanti 
per Torigine d6lle coordinate e facenti angoli di 45° con essi, ossia 
servendosi delle formole di trasforraazione 

x = t -]" u 
y = t — u 

si ha la trasformata della [10] in 

[UJ 2a2(/2-f t(2)::p2a5(r^ + 3^w«) 

+ 2 a^ (f" + 6 f « w« + te*) = X« = costante. 

Ora questa equazione dimostra che Passe delle t b asse di sim- 
metria delle curve di eguale probabilitk ; poiche Tequazione non ha 
che termini di grado pari in t« ed ^ quindi soddisfatta tanto per u 
positive che per u negative. La curva non ha centre e posto che 
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tanto per ^ = che per u = essa abbia dae sole radici reali per 
i yalori possibili di X corrispondenti ai yalori positiyi di £r da 
fino al SQO massimo, otterremo Teqaazione di an sistema di linee, 
il quale si approssima di tanto al sistema dato dalFosservazione da 
non potersi attendere maggiore coincidenza tra le previsioni della 
teoria ed i risnltati delle osservazioni con espressioni piu semplici 
della stessa forma. 
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Matbimoni oontratti nel Rbgho d* Italia tba oe 



GLASSIFICATI SECONDO LB YABIE G0MBIKA2 

Cifrc assolute, ricavate dai volumi del Movimento dello stato 
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Tavola IT. 



MaTRIMONI CONTRATTI FRA CELIBI VEDOVI E NUBILI VED 

DI BTA DCOLI SI 

Le citre assoluto della tavola pi'ucedente sono in questa ridott 
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XEL BIENNIO 1878-1879 OLASSIFICATI SBOONDO LB VAUIB OOMBINAZIONI 

K DELLE SPOSE. 

nil totale di 100^000 matrimoni e perequate col metodo di Wittstein. 
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NUMEBO PBCBABILE DI GELIBI VEDOVI DELL*ETA 'E CHE SPOSANO ENTBO DUE i 



IN BASE AI DATI GBEGGI DEI MATBII 



Tavola III. 
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NUMEBO PKOBABILE DKl MATRIMOKI CHE AVVENGONO ENTBO DUE ANNI F 
100,000,000 DI COPPIE POSSIBILI TRA 10,000 INDIVIDUI DI CIA8CUN 8 

BiENNio 1878-1879. 
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